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球面 三 角 是 数学 的 一 个 分 科 , PEER H E. Bi X EIRA 
的 解法 。 

球面 三 角 有 重要 的 理论 上 和 实用 上 的 价值 , 屯 且 在 天 文学 、 高 等 测 
景 学、 六 图 学 、 千 唱 学、 名 山 友 何 学 、 八 次 学 及 其 他 科学 各 方面 有 广泛 的 
麻 用 ,只 要 是 需要 话 用 补 助 球 来 研究 点 、 娘 ,、 面 在 空间 中 的 相互 位 置 时 ， 
都 必须 用 到 球面 三 角 。 


Xf — 48:838 48 5 FORT IBUXOIE 3630 UE BIEZE 38JE 

TE ICEUB BECK 9E yK CPE TANER, 由 於 天女 
学 的 长 展 , 三 角 学 首先 是 以 球面 三 角 的 形式 出 现 的 ,区 后 平面 三 角 始 作 
侦 球 面 三 角 的 特殊 情形 而 出 现 。 

球面 和 下面 三 角 的 创始 人 一 般 褒 篇 是 希 脐 学 者 吉 巴 锋 哈 ， 他 於 纪 
元 前 180—125 年 年 活 其 亚 展 山大 里 亚 。 

NRTA TRAZAR ARAMEA AR EA Ak D a, 
178 88 HESS 

VA TEILE A ER de v Ze par J fp Aem A CPP - 361 A 
PR ETIKA TEHUIS S78 T TE38— PE PERI OSEE E - PL 33 (850—920)7 
Jb SEEK IRE — 0 EUST RE Y qiu ge 

油 西 俩 ， 爱 丁 在 自己 的 著作 “并 岭 四 兆 形 的 论文 "中 作出 了 并 雁 球 

(1) 
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面 和 下面 三角 的 一 般 竹 弧 結 工作 。 

VRM MARE E X NS a H(1435—1476) ERAT 708 ii 
拉 格 (1546 一 1610)、 開 普 勤 (1571 一 1630) 等 人 。 

十 七 世纪 初 对 数 的 发 明 及 详 组 的 三 角 画 数 及 三 角 酚 数 对 数 者 的 由 
版 根本 改 迁 了 球面 三 角 的 计算 ， 而 十 八 世 和 纪 数 学 耸 析 的 袭 展 和 给 组 球 耐 
ZAHA UE KEEA. 

Eea, ERE Sr ay AI s Urn LER IRI — 48 3 IÇ By ys 

Rx xor ELS pe be d B (1707—1783) 是 现代 球面 三 角 的 创始 人 ， 
在 过 方面 他 有 两 种 重要 著作 : “球面 三角 基礎 "(1753) 和 “综合 球面 三 
角 学 ” (1779), 

欧 勤 球面 三角 形 前 特徴 在 於 : 1) 球 面 三角 形 前 毎 個 得 和 毎 個 角 都 
KRZA x; 2) 假 设 球面 上 三 点 中 的 任 十 点 都 不 在 同一 直径 的 二 
端 , 姑 它们 确定 一 个 而 且 只 确定 一 个 球面 三 角形 。 

马 比 阿 斯 (1846 年 ) 推广 球面 三 角形 渔 * 和 角 的 界限 到 2x ,过 样 的 
球面 三 角形 是 做 马 比 阿 斯 三 角形 。 

关 雁 球面 角 的 更 广泛 的 带 链 限制 的 概 仿古 高 斯 、 斯 图 第 以 及 特别 
ERFARER ARMEL RRENJE (1793—1856) rH B 

H. H. ##232 Ky JE TE A o MAE AUR BPE (1835—1836) 中 
答 出 了 以 下 关於 球 面 三 角形 小 和 角 的 公式 。 

€ = pz +g, 
gp A= Pal + Qa 
a! = n° +q. 
CEER HI A TIA TUE IER RIZ o 
我 们 知道 的 俄 史 斯 第 一 个 球面 三 角 的 教程 是 西 站 ° 
Ez S53 n9, ERJA 1748 4E, JE E ER E ff e LER HEU MÁS. 


* ARERR KRE rski ES FUE = iw q EL Py SUE 27 , kk iti RS ES V JL 
限 一 -- 必 者。 


緒 ë 3 


在 序 言 中 著者 読了 下面 的 話 : 

AERE DARRI N EFE HUC E e E BU EE SEI] RE 
Bi , afr UE EDT PBB B rl P4 md = 6 s m ECLOG S" 

1787 年 彼得 堡 遇 版 了 一 本 不 知 作者 姓名 的 “球面 和 斑 面 三 角 沧 ”。 

周一 年 彼 得 傑出 版 了 名 叫 依 過 ・ 高 窒 徳 也 夫 的 乗艦 練 加 生 著 的 “ 肌 
格 洛 天 航海 新 著 作 中 事物 的 定義 “。 

在 球面 三 角 部 分 人 繁 进 了 下 列 问 题 : 

第 一 章 “ 開 於 球面 三角 形 中 邊 和 角 的 比例 ”。 

第 二 章 “直角 三角 形 解 法 “。 

第 三 章 " 印 角 三角 形 的 計算 、 等 腰 三 角形 、 等 邊 三角 形 "。 


毎 章 都 有 省 可 。 


已 后 球面 三 角 在 俄罗斯 入 联 的 发 展 是 与 天 文 和 航海 的 进步 同 
时 , 也 是 与 过 些 科学 俊 册 代表 者 的 名 字 分 不 于 的 。 

H SX EY DES De TT FEBR D] c TOES ETE. D. H. CUARAIN 
Vy SCRI" di A. H. K. REAREA EE SIX RR = 59 35 98 H? 
tns, ABH A By Jy pt. UA eM RR BU Tre 
gi rt n ses ep m, REAR EFA RAEE 


—— 
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ERFIR EEA DU WH, W 2 EE ER rh e PT hj DEPE , Ifl 
Xii SEPT BHEE EER UE E R9 SD By 4 


S1 球面 上 的 周 


在 安 间 中 与 一 个 定点 0 一 一 球 心 (图 1 一 一 等 距離 的 踊 的 軌跡 叶 
做 球面 。 包 转 在 球面 定 的 空间 是 做 球 。 TA 
jar atxk BI EUESS TS E B S eu RC 
A BOE BHTRES SEER OAIR H FLETES E a 
贸 丰 是 做 球 的 征 径 R, WIEREEK. EIS 
AE ELS 38 Ej cO B LEE DECUEC TS 5 AR ZR e i] 
— AER E4855 , Wr HESS HS IAEA 

TESKA EDI RUAEREHUN DA PETRO 

SEXE 1 JS IBLTIER AH EK Iñ IJ 


EER Do di 
usta AMB Sos Hn iH REFRE Fe EERE IE BUCO 


Ax Ron nz i H g] 00: = d 3E H Ted XR EXXFEXSZS Ms 把 它 
mO wk. O, Taute, RPR EAE OCIO RIH 表示 
O, M, HJ 

p= y R2—d2...... ..... (1) 
DES; M may AMB 運動 時 MO $n OO, 的 长 度 不 名 因而 MO: = 7 
也 是 常数 ， Mk ERARI E PKH Rs 所 以 , 相 耐久 球面 的 交 
ga ya pA a AE Aeh E. MATDI iR LIRA TEk HAR 
Fo Ps O HAH ^n F4E DI BY Eo 
(4) 
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从 等 式 (1) 推 出 ,党 d=0 BREER OXE R r= 及 。 在 过 种 声 
合 平面 和 球面 的 截 痕 叫做 大 圆 。 

SEXE 2 大 图 耸 球 和 球面 震 相 等 的 十 部 分 。 

用 通过 球 心 的 平面 截 球 ， 此 叶 我 们 所 得 的 是 天 园 ; 把 一 部 分 球 翻 
8), 3b HUE GERE RAER, 使 它们 的 底 互 相 重合 , 因 需 所 有 球 
j LATERE NG; 所 以 一 部 分 球面 上 所 有 的 点 邦和 第 二 部 分 
球面 上 尘 灰 的 点 重合 。 所 以 ,大 图 分 球 和 球面 昼 相 等 的 两 部 分 。 

定理 3 泛 光 球面 上 不 在 同一 直径 坝 : 
3 EAIRT IURI GE E 88 GENE — 80 Ac EC 
2), G; 

RO aat fle F u i INE ALB, 
运 十 点 不 在 同一 钢 查 径 的 雨 端 上 。 因 短 任 
意 平面 江 不 在 -全 在 绿 上 的 三 个 点 所 确 
定 , 所 疡 通过 40 了 三 点 表 作 而 仅 人 能 作 一 个 "NET 
az SM Ee O, MI 很 明显 , 它 和 球面 的 交 粮 是 天 
[B| o 

定理 4 WARNET mi mace c Pg E Hr PA 

P3 8-X [B] ABA 40 C BO, fige qui 3 38 [br O ( 8] 2), Bp O Khalik? 

クー 在 十 人 大 国 的 平面 上 因而 也 在 它们 的 交 义 工 ， 

[所 SON mamapa DBHSIREESHRIU C E LAE 

Ar ^5. X DS 
QE | 定理 5 Mt 180 MARIJ CIS] 3) 是 球 
的 最 和 球面 下 能。 

SA 设 4 加 DD 入 球面 上 不 在 同一 在 笃 雨 端的 二 
a 


T RKE APAP 的 雨 个 圆 中 中 较 短 的 一 个 
"RE 叫做 AD foo nx Ro BE, 


drew. qaos pus 
l ARER WOENE” S 


— 
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設 4 和 A 在 一 个 直径 的 两 端 ， 妈 4 和 A LR DE AERE CER 
的 一 定 。 

需 了 证 明 球面 上 雨点 间 的 最 短 距 见 是 大 圆 弧 ， 我 们 通过 4 MD 
大 图 弧 和 曲 各 ABCD, W B, O... 5982) — BL ROS RES AI P892. AB, 
BO,C D... Bii Te B R fo RE RE PER PASA PE TRIES 38 ABO D... 
和 球 心 0 连接 起 来 ,我 们 得 到 多 面 角 04BCD, 丰 面 角 ÁOD < ÁOB A 
+ HOO COD... ig toD ues] 4 の <4B+BO+ 
+C7 sk AD < ABCD; mht, KEAR RERET E—55, 

3C 3 — IL BR RAR EAE T T EE: KAREE n RT 
ERES HR RERO BSEC RC IER FUGERE PE TUR UR, ED TE HN 
SUI tbi nike — mare s OTT PORA Zr igusqa CE 
主 法 绢 ) 重 合 *。 

在 球面 上 (图 4) 取 一 点 4 芷 通过 它 作 大 图 弧 和 小 图 弧 , 把 4 点 和 
大 圆心 0 违 接 起 来 ,而 0 点 同时 也 就 是 球 心 。 

設 O, 点 是 小 图 心 。 球 秆 径 40 是 球面 在 7i 
A Shoe Æg PAP. 在 4 点 的 法 
mo NAIKE EEIE, 所 以 大 
剛 弧 是 大 地 線 , Ponunibxk EMRAN. X) 
於 小 圆 上 的 点 情形 就 不 同 了 ; de Rex foi 
線 AO 不 和 上 曲線 的 主 法 線 AO, 重合 ， 所 以 小 图 
不 是 大 地 入 因而 也 不 是 球面 上 雨点 间 的 最 短路 
Wt. 


s 2 軸 、 極 、 極 線 、 球 面 角 及 基 度量 
3t b MESS EL nB] ee m nuyu e HS AER. PAR 


* pes eium X E, inae Ug, SRH A EENE 
線 重 合 o RAEL pHo 


B Sk 7 


ee 


於 相 反 的 雨点 了 和 Pise SU CR Cj 5)。 

任意 图 上 所 有 的 点 ， 例 加 Bi. Ds, Ds, 
Ro fas [inge 前 距離 都 相 等 , EIK 
IB PB, PBa, PB; Pb, TES Map 
小 局 弧 前 球面 中 心 。PB1、PB。 等 弧 的 长 
度 叫 做 球面 生 径 ; 如 果 球 面 年 径 等 於 90” 
BUE SU ka P 和 Pi EERE Mie E 
次 於 极 和 粮 的 大 图 的 交点 。 假 设 4a, 4s 或 其 
他 前 点 在 书 点 的 极 烷 上 ， 则 AP =90°, 48 m 5 
Aa 自己 駐在 Aa ZARRA PAP E ORKE P BAP: EUR P B, A.P, 
A IH ER I LAHS3ETÉL o 

球面 角 KEAZEN ch fe P in Pa CB o) "ER f. Bul 
ho ae msgid A P TERR fi RUHK ARE iE RH G O.P 
和 A.P # P 点 相交 ; Hf A.P As m EERTRE 10 CE P pde 
PB。 加 PBs。 球面 角 的 度量 有 四 种 方法 : 1) 8 vin POA, 和 PO As 
所 構成 前 二 面 角 座 度量 , 2) 用 直線 角 4.04; 来 度量 ，3) 用 弘 A,A; 奈 
度量 ,世故 4。4。 是 頂 貼 前 極 線 , 4) 用 在 項 自 虚 切 於 球面 錠前 邊 的 
biet node fpe Eo 

球面 角 , 也 像 邊 面 角 一 様 , 可以 基 鋭 角 、 BEARACH TE 
从 0? :8] 360? Zii 有一 個 公 共 遮 面 続 外 雨 議 基 同一 個 弧 前 邊 長門 的 
RIER T AUH EAR 由 於 球面 角 可 用 直線 角 4404。 25 ET RITH : 
DE9ETUTLTXRIS 43093055 180°, 2) 有 一 个 公共 顶点 的 所 有 球面 角 的 
等 於 360°。 


$ 3 DK E Pe 
n 


ER Ett RECHT ARA E E, CUENCA DUSCHE OUR 


HL 4E DpUDR JT GG QTY po Edd pore = こさ た ュー シレ フト y ibi x 
Bk TUNUI pieis MAERA — Jp qK At. 
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a) 赤道 坐标 系 


在 球面 上 取 一 点 Ap ATEXIBIR. DARRERES TUO 
球 当 作 一 个 球 ,我 们 过 样 转动 球面 , BEA XII ERES P o Ci] 6)。 
Je 38 3 Fo AC TREO, PP Qs "Hy A BRE 
AR Fus QMQ 叫做 未 道 。 

B TIERE Li M HE QQ 
AKA SR PQPQ: 的 人 位置, 通過 M 点 和 
PEEP ÆRE. FAFE P M P, W, 
[Wg M KASS St pA [B]. 4 M RvR EIS 
到 赤道 的 距离 mM 叫做 M 点 的 继 度 。 竺 
HF Y PRRI HIE E EER A 

極 是 従 0° 到 90^ ZHE, 4t Jat e Rn UHE HE 道 到 南极 的 
in Ur E ak o 

有 了 时 不 用 和 绰 度 而 用 对 应 於 中 心 角 MOP Bg, MP, MP 时 做 极 距 

並 了 且 用 字母 A 表 示 。 極 嘘 和 幼 度 的 和 等 於 90”， 即 | 
P+A=90°. 

在 球面 上 ,也 像 在 奉 面 上 一 檬 ,一 个 坐标 是 不 够 的 ; 因 篇 在 平行 座 
赤道 @Q 前 小園 7 の 上 ,所 有 的 点 的 乍 度 孝 是 相同 的 。 

xii TERE IUE SS — BIAEER LS HE A HIA IRE Jon CHER JS REA 
EE EE ERR REO Zee BI BM. Etpe 07e EAT BJ rh 150) — IB] 
角 QPP.M 来 度量 的 。 二 面 角 QPP SEESRSER BIA] PM. TEE HH 
和 表示 节目 按 隆 对 的 方向 徐 07 到 365° RHES y Pes WI 27 161 £ 
0? 和 180° ze ied COE fn yug), 

假设 M ThE Py=46” 和 经度 A-8527. Rü- Hin mka: M 
(46*5 82°), 

(03 egi ti e IS is]: 9 IER v 极 工 用 字母 p RAR 
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6) ZK*R£S 


PEUR Br A CNET Z EA RUBRA SHN 在 水 平面 内 (图 
"S 

yRI t4E—BERM nbi Esa ph p EH 
PARS EEEE: 第 一 个 是 天 持 忠 一 一 - 
went ZM wp ZOM, 第 二 個 基 
法 榜 竺 芭 的 ,假设 经 过 L 点 Z: bone Jl 
M FREF WEE DR Eef 
NH (4E. N 985——346— sJ H REA, yb 
H£ H Sk EL: B| ZM Z HUK $ N HSE 的 
de. Jib TRE N HS CAE) RS k CIL) B E 
始 按照 时 人 对 方向 从 0" ZEA 860"。 方 位 角 用 字母 4 或 2 表示 。 

TER AS— BREK FATE M 点 的 倾角 a, fif E o, HM 
gp f HOM 度量 並 且 確定 BIKERI RE, Pj Tanna th gË 
i eoi fz Ae Xe ERR 

Z+a=90°. 

mar M IATER Z =60° 和 方位 角 a, 307, HG EAS E : 

M (60°; 30^), 


S4 ZEE EH, Sis 


設 OM, ua ii rt O Pari 5h 
M o fi S s REESE A REA P OM, foc M 
中 做 Mo ÆEK 上 的 投影 ( 选 理 影 八 图 8)。 

役 设 投射 中 心 在 球面 上 ， 居 投影 叫做 出 
hix Cha o). 

^it ES Ris gi n LP ABEE ARo 7H | 

E HE Fry RR BOR I DRE ER CHE TEE li s 
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的 坐 棱 曲 缚 叫做 综 线 。 过 两 种 坐标 曲线 的 炉 体 贞 做 球 上 的 坐标 移 ， 而 
在 已 知 投 影 中 它 和 何在 平面 和子 的 像 叫 做 由 图 网 。 
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图 9 

设 有 和 从 0 点 射出 的 光 入 照射 在 点 0 Jtt SERI. F CEI 10), 
PERRERA Mo TAANE. AASE N AEE A A h 
P。 ア 2 ERRI MEIER | : 
影 平 面 上 的 投影 成 需 从 P 点 (加 
PoP5 的 投影 ) 射 出前 射線 東 。 而 
iR mE SIS LP xum) 
DE ERREA bd 
11 表示 规则 婴 图 多 的 一 般 形 式 。 *. 

[aes PP; 的 位 加 和 中 3 
心 幹線 OZ 垂直 (图 12), Jab ies Pl 10 
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上 得 到 横断 坐标 系 ， 而 在 平面 到 上 
得 到 横断 或 等 距 方 位 崩 ， 在 过 上 面 
AES RC olo URBE AT CAS EIE 
赤道 和 中 央 和 经 入 投射 成 篇 互相 
EHEAR — t En 
图 13 表示 横断 製 岡 導 的 一 般 COS 
形状 。 «SOL 
mm =m MET. < 
粒 一 一 过 是 党 球 轴 了 oP6 对 中 心 光 E 
線 OC 斜 放 着 時 得 到 前 。 : 


lj 12 
38 E AY TER IRE = fr THE BIN RI 
ISA AU E, EMBERS, pu 
(OB. RASAJ ELARRE, 38 
種 網 保 存 無限 小園 形 前 相似 性 , E ELE 
有 过 种 欧 具有 过 种 性 贤 ， 就 是 把 球 上 的 
任 一 圆周 还 投射 成 需 圆 周 +。 
轩 13 WEISE 8525 24 22 9,25 28 E E 
2 EISER METRU pp ina ERAR E ERR T LA 


12 球 面 = 角 学 


—— T — MÀ | 


倫 此 目前 用 , "Tm 10 ZZ E BS FER dE H B| (PJ 14), 3 HL ZF [Ed 78] 
ABCD 篇 24 部 分 。 把 得 到 的 点 和 ALB 
两 点 用 站 银 违 接 起 来 。 如 此 ， 直 径 AB 
Tn CD 都 稚 分 成 12 WAR. TELAH EU 
的 直径 了 得 到 一 系 烈 的 点 ， 我 们 依次 通 
过 每 运 檬 三 个 点 作 图 激 ， 邵 三 个 点 中 有 
两 个 在 网 周 上 一 个 在 直径 上 。 结 果 我 们 
得 到 前 園 線 就 是 在 横断 製 賠 投影 中 経 線 
TRR RHR o 

PRR TLI Ba Eh O 7533 SPE Eho 

在 图 9 上 绝 中 间 的 有 间隔 是 2?。 59 TAGAR E EAE Best JAJE 
別 柔 軟 前 金属 尺 , 例如 , 停 大 的 俄 给 斯 学 者 一 一 辕 曲 当家 E. C. 非 達 継 
MEE SB, 


3 5 AET in Et 32 Bap 2 PER D Se fap D] 019) I0 JI 


所 有 以 下 问题 均 解 在 12 x 12 a3 X RBK Chase E. A HE 
Il ie joo R HRR hou E bx 

在 透明 昭和 纸 和 多 上，, 作 符号 - -由 - 表示 極 的 位 告 和 短 線 一 表示 水 学 直 
径 的 左端 ) NIS TS 2e UU 道 按 上 反 又 及 儿科 0 到 360 ERSTES] 
同和 反 時 針 向 各 徒 0° 到 180°; EFER, 即 北 后 球 所 有 的 点 都 用 小 辆 表 
示 , 下 全 球 所 有 的 点 都 用 下 字 表 示 。 用 过 些 约 定 的 符号 ,我 们 解 杰 个 预 
WAPT: ER UM 


A Pin +50°; A=°80°), 
B (P= —40°; A=50°). 
ERT a dev TE ERER E 280^ 並 用 短 線 標 出 踊 6。 DAE 
rh D tipi aC b TKE fend» BERIKA IKER 507 
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—s — U U. U UL ...UUUILIL— IK nVÁaI- ———_——nT— 


fh A. AVERE HL S28 A EEA FERE AEE 9 — 50^, 1 — 2807, 


周 15 
HEADE DMEHLBAHAERR P= —40^, A==50” 的 点 B 
《图 100, PS BUET ERIK EXR E OCRE) 所 以 用 十字 標 出 。 


Wi 16 

FEE 2 jim BLADE [B] 9S WA S CE HE (图 17)。 

HIS SC BS rp P9585 bj, JUMP EHESEREUR AATE 48] — I| C T] 20. 
E icr (P935 RSS RRO Brie ak TA A A D AE 
IRIS, DB AB EAA R 1.63 BB EJ t, AX [RT 

Tr A $n BrppERSSS LAE URS HE 4B AREE HE Oy ES E 2 J 
S354 EAFA HENE AS) 1^, 

ian 3 RELAX TIUS AB fpes PR 13). 


14 


彫 18 


| 17 
MIRI EE ORE R BE E, Aa. AB 用 重合 於 網 前 一 個 大 周 
缴 上 ;和 从 弧 的 延长 乏 上 治 0°—180° 的 直径 向 右 截 取 90"。 用 小 圈 醒 出 


E.P RISE US BOE o 
問題 4 FIRR FEE #yH EE P AME REER 
MIRA EEEF ORJE RP ERP 放 在 水 平 直 径 上 (图 18) 3p 
人 答 志 到 投影 极 的 方向 截取 90°; 通过 得 到 的 截 点 治 欧 上 的 张 作 大 贺 屋 


Ç D , BJ C D 就 是 所 求 的 極 線 。 


問題 5 测量 已 知 球面 角 。 
用 昭和 纸 力 和 线 中 心 的 旋转 把 球面 角 的 顶点 4 BAKERE (E 


19) i TER ER DE BEREA Sh 90° AKED, DE 9 E36 $838 SE $8 
FP [8185 HECSUIEEKRIRL A8 Bj 3k CERTRE £8 8938 B EEUU VC [ER 


作 的 )。 
回 题 6 通过 4 点 向 大 图 弧 4B 作 大 图 弧 使 其 交角 等 於 a (IB] 20)。 
MIRA EEE ORI ERE A BEE BK EE LEONI H R 
90 ， 通 过 上 点 到 ALB IERRA EMEREAR PO; 从 C 点 起 极 线 上 截 
WI CD, EER as LAETUS PERHE A TID ST 39] f] — f] 


[HIJA Eo ER 4D, 於 是 得 到 的 球面 角 BAD RR a, 
問題 7 已 知 球面 上 一 点 4, 求 作 其 直径 对 了 并 点 41 (图 21)。 
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園 19 園 20 
MRA EEA e e A EKP ERE. Æ EE 
作 一 点 41 使 正 離 P.A, 等 於 P A, BiJ A: IDEC A A BASSO. 
i o 
問題 8 DEA AARG, RER EFE ”=30” 的 小 图 
(图 22)。 


彫 21 图 22 
用 晤 和 纸 力 绑 中 心 的 旋转 把 4 是 移 到 大 圆 和 小 贺 的 交 距 革 共 滩 大 图 
向 南方 面 作 弧 ,在 过 两 弧 上 各 截取 30? 得 到 4 和 o: Ri. 然 後 用 同様 
的 图 短 志 心 的 旋转 把 4 点 移 到 下 一 个 大 圆 和 小 圆 的 交点 上 沦 向 两 面 作 
KE IGERI Eod; 30° ,於是 得 到 雨点 5 和 bi, 並 依 紫 類推 。 在 
区 上 选取 最 送 宜 的 小 贺 弥 把 每 一 当 相 了 的 两 点 连接 起 来 ， 就 得 到 所 求 
的 小園 。 鷹 該 注意 , 小 彫 的 綱 正 中 心 不 和 球面 呈 心 重合 。 


ji! 
$ 
D: 


16 球 面 


86 球面 上 的 图 形 :球面 二 角形 球面 三 角形 、 
極 線 三 角形 和 疾 笑 三 角形 


球面 二 角形 ”球面 上 包 图 於 十 个 相 隘 咎 图 周 中 有 问 的 部 下 时 做 球面 
二 角形 ;显然 ,二 角形 可 以 看 作 年 图 周 图 钞 直 径 旋 转 某 一 角度 a 所 成 前 
旋转 面 。 

因 篇 赤道 是 二 角形 项 点 了 和 Po 的 極 線 ( 賠 23), 所 以 赤 追 等 分 二 
角形 的 亡 。 | 

TEE, An — £59ÉE RE EP AB 叫做 二 角形 的 赤道 带 ， 它 的 长 度 
E aR; AFR アニ 1 時 赤道 帯 等 於 a。 


la] 23 图 24 


球面 三角 形 PAREUMEMKMI IRE RENE 01872 
叫做 球面 三 角形 。 

球面 三角 形 前 要素 一 一 三 個 小 於 180? MADEM BEZA 
ANE 2d , 划 运 样 的 三 角形 时 做 欧 划 球面 三 角形 ;假设 有 一 饮 大 於 2d Hy 
叫做 马 比 阿 斯 -斯 图 第 球面 三 角形 。 组 成 球面 三 角形 的 大 图 踊 所 在 的 平 
面 机 成 一 个 三 面 角 ， 它 的 顶点 在 球 心 而 它 的 毯 是 从 球 心 到 球面 三 角形 
ARREK EIE, 

el 24 MANBA ui, 三 而 和 角 04BC htf 8 fnb re g! 
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对 的 球面 三 角形 的 往来 度量 ,而 每 一 个 二 面 角 都 等 於 三 角形 的 球面 角 。 
在任 一 三面 角 中 : 1) 每 一 平面 角 小 雁 其 他 十 在 面 角 的 和 而 大 认 它 们 的 
差 ? 2) 三 个 下 面 角 的 和 小 秦 360*。 因 此 ,球面 三 角形 三 兆 的 和 常 大 让 
dft 360° (44)。 球 面 三 角形 可 以 是 二 等 条 的 ,等 稳 的 ,直角 的 或 
斜 前 。 

直角 三 角形 可 以 有 一 个 两 个 或 三 个 直角 ; 作 三 角形 可 以 有 一 个 、 
击 个 或 三 个 印 角 。 假 设 在 球面 三 角形 中 至 少 有 一 个 边 等 於 四 从 之 一 个 
[8 UEBER OE PIE 4 分 球面 三角 形 。 

极 粮 三 角形 ”假设 把 球面 三 角形 ABO (图 25) 的 顶点 取 作 极 蓄 用 
90” 的 球面 牢 径 从 每 一 项 点 作 极 粮 ， 则 过 些 极 入 两 两 相交 构成 一 新 球 
面 三 角形 ABO ,过 一 三 角形 叫做 极 粮 三 角形 或 补 三 角形 。 


E 25 彫 26 
对 称 三 角形 ”假发 从 球面 三 角形 ABC BQIBSERMIERUOMET E AE 
Eleg abt 4uBoCo， 划 用 大 圆 弧 把 这些 目击 十 迹 接 起 来 便 得 
一 球面 三角 形 , 宅 和 原 三角 形 習 鷹 並 且 叫 修習 策 三 角形 (图 26)。 三 角 
形 4。B。0。 中 所 有 的 部 从 部 所 有 的 还 和 角 都 分别 等 於 三 角形 ABO 中 
AIV fent Ae TELE PR I Et E AP e n LER TES SM RIT EP E 
TZ p XX FEARS — == POE I PAIS IDEE SES Jy EDIT; 


TETARA, 


18 球 面 


ll! 
B 
b: 


S 7 極 線 球面 三角 形 的 性 質 


I 原 球面 三角 形 和 極 線 球面 三角 形 的 関係 


= 


. M — FOE RUBER — 3570 B BR PR ACT H. n ED : 
a) Jf Bu 1 She IUD — 78 J XE HE, 
6) RRT AWAR tE — PERSE, 

命題 "42" 不 需要 誇 明 , 因 徐 可 以 徒 定義 直接 推 出 。 

我 何 誇 明 命題 “6” 前 正確 性 。 

用 大 图 弧 4B 和 AC 把 极 乏 三 角形 的 顶点 41 和 原 三 角形 的 顶点 
B 和 C 连接 起 来 (图 27)。 因 篇 点 是 弧 44C 的 極 , 所 以 AB — 907; 
HA C 点 是 缴 4153 前 極 , 所 以 AC — 90^, JE 4: TREBE BC 绝 的 B 
点 和 CC RIIAS 90^, 

我 们 有 

| A40B=90°, [ A100=90°; A10 LOB, 4,0] OC . 

一 直線 垂直 於 其他 十 個 直線 則 必 垂直 於 通過 足柄 直線 的 邊 面 。 所 
以 直線 410 垂直 於 下面 OZC WRIS BC 上 任意 点 和 A TREE BE AD 
是 90"。 过 就 是 说 极 称 三 角形 的 顶点 4 是 原 三 角形 ABC 的 邊 PC 的 
FR, 

PRADET PBB, ARZA 4ibiCi 的 顶点 Da 和 Ca AEJS 
三 角形 ABC üg3& AC 和 AB 的 极 。 

2. k T IU SER 的 和 等 认 180°, EM 

— ABC fü プア で (R 28) Erhi =f., 延長 BA 22 
和 BC 3&4 AC 3S 41 和 Ca Wah. Db hib AC RAR, Dd 
4101 是 B 角 的 度量 。 我 们 用 5 表示 的 ず C RO 小 和 Ca 分 成 三 部 分 : 
A' A4, 44104 和 CC ,但是 
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和 


B= A10, 
b'= 4' A+ 410, + C10". 
Te38 265 H), 49 
B+b= A 4+ AG. + 4403 4-040! = A03 +40. 
B 4 点 是 BO JASER, 而 Ci: 点 在 BC 線 前 延長 線上 , 所 以 


A'C4 =90°. 
B C' 点 是 4B 弧 的 极 , 而 4, 点 在 AD WAER ARE , Br A 
AC" — 90*. 
把 过 些 值 代入 五 +2 的 展开 式 中 ,得 
B-4-0' —180*. 
同様 可以 庶 明 
A 4- a! — 180? 
C 4-c' =180°. 
3. 極 線 三角 形 的 角 奥 原 三 角形 中 翌 應 放 前 和 等 於 180* ; 即 B +b= 


= ° 
< 


延长 原 三 角形 的 省 AC ( B] 28) DS FLERÉR — AERA B'A 和 BC 


AC BS BS Sh Aa 和 Co?。 


HJI B' 点 是 42Ca 弧 的 极 , 所 以 A.C, 是 B' 角 的 度量 。4aCs x 


— P -g= 
ee 


球 d 


20 
HH! AN H, 


A3n C RZEZ 84$ AsA, AC, COS, ifii b BJ AC 
B' = 4。C。 = 4。4 十 AC e CCa. 


b= AC. 
Tes EH Se NBK, 4 
B' b — A,A+ AC +CC.+ AC = A.U + AC.. 
[2$ C Sh XE, 4'B' 的 极 , 而 Aa 是 43 PEIRE JII 


A.C — 90^. 

D$ 48 A9 了 C 的 极 , 而 Cs 是 BO ERIR ITA 

ACs=90°. 
把 过 些 值 代入 B' +b 的 展开 式 中 ,得 

B'+b=90° --90? =180°. 
[HIER RT ARAA 
ÀA' 4-8. 180? 
C' --c—180*. 
t — $5 TEE 


aE EREUKUMCÓÁMOPST BD yt 90^, BE 


三 角形 的 当面) Z BRRR T 8365 45 by ht 90°, ERER 
[x Jn ER M — OPUH — 3: BUCO 


-—E dE Ae ng dm s 3e» 假设 
90? jin Ek spt 90? , BIERÉR — 487 in RL— HUPAHAE S 


I. iii—f5mEjfaues 
a) ERR AEPA NIS ed Co ER) MAH 24 


(2 直角 )。 
需 了 王 明 这 一 命题 ， 我 们 考察 球面 三 角形 ABC 和 宅 的 極 線 三角 
形 A'B'C' (图 28)。 根 療 原 三角 形 和 極 線 三 角形 的 性 牛 , 直 接 符 出 : 
A+a' — 180? 
B+b = 180 
C +e =180°. 
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相 加 , 符 A+a'+B+b' -O e — 5407; 
fH Eq s 360? > a' +b! +e' > 0°, 
Br VJ 180° < A+ B+C < 540°, 


AES ICA s exili EEE E Janna — IRR, 
0) JERRIE 036: AURERE R 24, 
TERRE AJE A! B'O' 中 : 


a 十 >C, 
但 à' —180? — A, 
b' —180? — B, 
c 180? —C. 
代入 ,得 (180? — A)+(180° — B)> 180° —C 
或 A+ B—Ç < 180°. 
c) 球面 三角 形 前 外角 小 於 不 相 隣 爾 内 角 的 和 面 大 於 宅 傾 的 差 ( 賠 
29 )。 ; 
ELATI: D 4-€ —180? | 
A+ B+C>180°, 
从 此 得 4+B+O>D+OC (0 


或 ABD. | 29 
R Q. r C 


RPR XE RES — AT: 


已 知 : A+ B—C<180° Wi 29 
或 同样 情形 A-- C — B < 180°, 
答 此 得 A— B < 180? —C, 
WN D=180° —O, 
所 已 A— B« D. 


III. 球面 三 角形 的 相等 
同一 球面 上 的 两 三 角形 或 定 径 相等 责 球 面 上 的 两 三 角形 ， 如 有 以 


Ei 
JI! 
$ 
* 


22 球 


下 各 部 分 相等 , 则 全 等 : 

1) Mi JE 8; 

2) J e Hs 

3) =; 

4) 三角 。 

在 前 三 种 情形 ， 球 面 三 角形 的 相等 可 用 登 合法 从 球 心 三 面 角 的 相 
等 推出 。 第 四 种 情形 的 证 明 需 厌 极 六 三 角形 的 帮助 (图 30)。 设 两 已 知 
球面 三 角形 ABC 和 DEF 31858 Fr-3HI8] 3b H. : 

A= D, B= E, の ニア. 


30 
作 它 们 的 极 针 三 角形 4 有 DPC 和 DE'E EE: 
A+a’=180°"=D+d, 
已 十 2 =180° = E 4e, 
C +e =180° — F f. 


N A= D, B= E, C—F, 
所 以 ded V —e, の ニブ) 
JE, LORS PUES AERUAR S FORUE ERTE, 
从 过 个 相等 得 出 : 
A'=D', B'= Er, の ニア 
但 是 A'+a= D' + d, 
が +L b= J 4 e, 


C'+e=F'+f. 
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EZEAN EZRA, F: 


0 —G, 


b= e, 
=f, 
过 出 就 性 明了 球面 三 角形 ABO 和 DEF 前 全 等 。 
球面 三 角形 ,有 度数 相等 的 兆 和 角 , 但 在 不 同 定 径 的 球面 上 叫做 相 
似 球面 三 角形 。 
按照 定义 ,球面 三 角形 ABO, 41B101, 4,Bs0, (图 31) 是 相似 球面 
三 角形 。 


IV. 球面 三角 形 中 邊 衝角 的 肢 係 


a) H,An AB= BO (图 32); R 4=C。 平 分 AC E RAKE 
EZE D 和 三 角形 的 项 点 B 过 接 起 来 。 球 面 三 角形 ABD 和 D BC 
相等 (球面 三 角形 相等 的 第 三 种 情形 ); 因 而 4=C。 


31 32 
6) 已 知 4=0; 求证 a=c。 作 已 知 三 角形 ABC 的 極 線 三 角形 
A'B'C', 则 将 有 : 


A+a'=180°=C+e. 
MAR 4=C, 所 以 
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ft 此 得 “=C, 
因島 根 拓 極 線 三角 形 奥原 三角 形 的 開 係 有 等 式 
A'+a=0 +c, 
ENR EL RREH A’ — C", 所以 
G = c. 
大 。 | 
a) 2248 ACB( E 23) kpt ABC, BIC >B; RR AB AC, dE 
fa C 中 作 大 图 绝 C D, 使 角 DC B 55558 DBC, AG 
於是 CD=.DB。 従 三 角形 ADC 来 看 ,有 
AC<AD+CD, 
ÜNS CD= DB, 所 以 有 
AC — AD-4- DB s AC < AB. 
6) EAn c2 b, kaq C > B。 作 已 知 三 角形 zd 
ABC 的 極 線 三 角形 4 で 。 因 徐 e テ 6 所以 
180° —C' > 180° — B', 


或 €' « P. 
根据 上 面 定 理 我 们 得 到 
e « b, 
因 篇 c'=180°—0, b'=180° — B, 
Bir y) 180? — € < 180? — B. 
4i 此 得 Q — B. 


S 8 球面 三 角形 的 内 切 图 和 外 接 间 


1. 球 而 三 角形 的 分 角 稳 A0, BO. CO 闪失 三 角形 内 切 风 的 欧 心 。 
在 球面 三 角形 ABC (图 34) 中 作 大 周 弧 潤 分 4 角 和 で C 有 角 ) 得 交点 
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E OC AE-KIBISS, OK, OM, ON 垂直 於 三角 形 的 邊 mm 
Rd B。 因 篇 三 角形 4O $h AMO, 三 角形 KOC SES 
CON, BEA HAS, MO-—OK —ON, Bp 0 点 是 内 切 於 三 角形 的 小 图 的 
EIES 


E 34 BJ 35 


2. RAZA EE ser 22k ipa oe i — AE Hk B ED o 

在 球面 三 角形 ABC (图 35) rPAE-K IBID aE 8 2F4F= 6 JE 938 5 得 
3t Publ 038 , B= 4E AOK W KOC, 三角 形 CON 等 
H ONB 及 其 他 等 等 。 所 以 40=OC =O0P, 序 0 点 是 外 接 於 三 角形 的 
小園 的 園 心 。 

5 9 球面 二 角 形 的 面積 、 球 面 三角 形 的 面 柄 、 
EK iii 48 ER ^) AE Se 

球面 二 角形 的 面积 “” 因 需 二 角形 4P 的 面积 对 球面 各 4eR 
he SD 4 忆 对 图 周 的 比 ， 此 处 弧 4B 就 是 二 角形 的 球面 角 a 的 
度量 ;所 以 二 角形 PA4P1B 的 面积 对 球面 积 的 比 等 於 

PAPIB Em a? 


^ AzR? 360? 


— ~. 


* J WVRTEUER | ZEE SE o 


26 Ik Bi = fü 学 
従 此 得 球面 二 角形 前 面積 S, 等 於 
= z R? a 1 (1) 


BJ 37 
球面 三 角形 的 面积 設 有 球 面 三角 形 ABC (R37), St — 4638 
的 毎 一 個 角 作 習 座 於 宅 前 球面 二 角形 : 
对 4 作 二 角形 BAAC; 
对 ZB 作 二 角形 ABBQC; 
XL LC 作 二 角形 BCC,A. 
球面 三 角形 4BC 的 面积 等 於 二 角形 4 的 面积 减 去 41B0 的 面积 ， 
也 束 是 二 角形 B 的 面积 减 去 4B1C 的 面积 ， 也 就 是 二 角形 C Ts 
去 ABC: 前 面積 。 
球面 三 角形 ABICO 前 面積 等 於 和 宅 将 稀 的 三角 形 0141B 前 面積 。 
我 们 有 : 


AY’ 


AABC = x R?— 
920 


—AA,BQ, 


AABO — x R2 oos - AAB,C (= ALBOS), 


AABO = R2 M —AABO;, 


Am, gi 
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8AABO-— 7 WC +B+0)— (&44,BC -AA,BOC3 + A BC). 
Jie d d rp MPH 2xBR? 減 去 三角 形 4BC 的 面 
3AADC = (4 +B+(C)—(92=zR2—A APDG) 


或 2AABO- 7 "CA +B+0)—2xR? 
By, AABOC = 
或 AABO- 7 P (CAP B0) - 180 Ji 
s ss R 180° JZW ERER EMT e 来 
FERo 
ht Ae ABO - TES. ° 
180? ` 


iex RUE Az EP E HAE RES 2 = JE BU IY 
| —.180*60* 60 g; 


nR? 
W 180°60°60”_ 1 — 1 _ vw 
in 
鳃 一 弧度 所 含 秒 数 ,我 们 有 
DEL 2 


及 设 球 年 径 等 於 单 位 长 度 , 则 
S = =” sin 1”, 
所 在 角度 量 
| ELT t 
E xg — AEUR. BIERE  TECETEORTEBUERIBL E» 
kR dg — f 2 Ber FCR RER E RER JED 
球面 多 角形 的 面积 IKE EI EA F [BJ H2e8 WB DEDE 


28 球 面 三 角 5 


叫做 球面 多 角形 。 各 滤 相 等 的 球面 多 角形 时 做 球面 正 多 角形 。 
任意 球面 多 角形 (图 38) 前 面積 可以 看 成 是 若干 三角 形 面積 的 得 
过 些 三 角形 是 用 大 圆 绝 AC, AD, 4 2653832 0 60518 aB 5, JH 
81, 69 85 等 来 表示 这 些 三 角形 的 球面 剩 父 , 得 
SI = & are 1”, 
2= ša are 1”, 


n 
Ss = gs are ] ; 


eo o e 0.00 O00000. 0... 


由 此 球面 多角 形 前 面積 等 於 


"n "n 
S — are 1” y ez-sin "> £. 
1 


EFRR HRH ETE . 
S= E? sin 1" Y s. 
在 一 系列 场合 中 多 角形 的 球面 利 人 e, 可 用 以 下 公式 求 得 
a= Dp (3) 
此 不 三 是 角形 所 有 球面 角 的 和 。 


[i| 39 


§ 10 IB n ANRH EL tai ES BE 
FR R Qp Eng Q A= L (i 39) 包含 ww 。 
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553838 —X IBI JS R3 IECUR EE BE 9 
2xk al, 
360・60・60 
7 E "gin 1" 
p TY I d 
Br E135 JEK IB] A 
L= Ra" sin 1". (4) 


根据 前 面 的 理 外 ,小 图 弧 BC =l MERRER 


[ — ra" sin 1", 


PER T 是 小 T] 的 年 径 。 


从 三 角形 O BO, 有 : 
y= R eos の 
或 L= R eos @ s a ° sin 1". 
Ax Ln 1 的 比 有 : 
L_ G" Resin!” _ 1 
7 a”. Recos Pesin 1” cosp’ 
或 ¿= L cos の . 


S 11 球面 三 角形 作 图 问题 


問題 1 巳 知 三江 a, b, e, 求 作 球面 三 角形 〈 图 40)。 

TEX IBI IE ZEE ES GR 4 ゼ =cj X 
後 , 像 在 問題 (15 页 ) 中 一 样 ,从 4 点 用 
ERF AC =b 作 小 園 線 同样 和 从 BB 点 用 
球面 征 科 BO = a 作 小 图 弧 , 澡 雨 个 小 贺 弧 
的 交点 就 是 三 角形 的 顶点 C。 把 C 点 和 A, 
B 十 点 用 大 图 弧 连 接 起 来 ， 即 得 所 求 三 角 
形 。 


問題 Eunji A d» B REKS ii 
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AB, 5 ETHER LERH FIER, 

用 問題 (14 EL) 中 的 方法 在 4 点 和 了 点 作 已 知 角 4 和 了 2 在 大 图 
弧 44: 和 BD. 的 交点 得 球面 三 角形 的 顶点 C 5B TRO E ERI E C 28 
的 大 小 。 从 和 A+ B5+C PRA 180° 得 球面 剩余 s。 

問題 3 已 知 球面 三 角形 ABC 的 邊 大 於 90°) 求 作 極 線 三 角形 
A'B'C' (图 42)。 


園 41 園 42 
用 問題 4 (14 OPAJ YFZ IE ARTES JP c. 35 26 Fp tn H 
KERER 7E. DU xi — # JE huu Ep — AE Bu ffi Bf IE BH : 
A -- à — B' b= +e. 
[EE 4 已 知 三 角 , 求 作 球面 三 角形 。 
按照 问题 1(29 ED) 中 指出 的 方法 , 先 根据 三 稳 作 所 求 三 角形 的 标 
ZAW S 
G'—180? — A 
b'—180^—B 
e =180° —C. 
Br UJ EL H. 
SRL A, B'O SER, 作 毎 一 個 前 極 線 , 38 EROH 2638 SK JT z 
球面 三角 形 。 
問題 5 通过 三 点 4, B,C 作 小 图 ; 並 求 革 球面 中 心 和 球 面 重 徐 。 
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作 三 角形 ABO EFH, BREA., REBASA 
Fi Je erp A Kc [IIR EAK [T 265 — 85 EET D ) 38 — RE ET 
过 顶点 A, B, O 的 外 接 小 图 的 球面 中 心 。 

测量 从 球面 中 心 到 4, B, C 等 点 的 球面 距离 ， 序 得 所 求 球面 牢 径 。 
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S1 導 論 


球面 三 角 的 任务 是 根据 足够 的 条 件 解 球面 三 角形 ， 即 确定 未 知 的 
泪 和 角 。 和 需 此 目的 必须 而 且 充 足 的 是 ， 在 每 一 场合 球面 三 角形 的 包 合 
三 个 已 知 元素 的 四 个 元 素 由 万 程式 连 杜 起 来 。 因 凡 在 每 一 球面 三 角形 
中 都 有 雯 个 元 素 ( 三 个 兆 和 三 个 角 )， 所 肪 解 球面 三 角形 记 结 篇 六 个 基 
本 问题 ,在 过 些 问 题 中 以 下 各 元 素 信 已 知 (〈 图 43): 

1. —3* @, 6, c。 8 

2. 三 角 A, B, C, 

3. MR K duga f —a, b, C, c Y 

4. HAREK 一 4, B, C, 

5. MERKEZ R93 fS 一 6 b, A, A 6 

6. 两 角 及 其 中 之 一 的 对 光一 4, B, a, b 

在 守 面 三角 中 由 於 各 角 中 間 存 在 開 係 式 + s 
十 刀 +C=180?, 所 以 第 二 种 情形 除外 而 第 四 种 情 驶 和 第 六 种 情形 相间 。 

在 球 三 角 中 解 球面 三 角形 的 吉大 种 情形 可 以 归 约 需 三 种 情形 ， 即 
第 一 种 第 三 种 和 第 五 种 ， 因 篇 第 二 种 第 四 种 和 第 六 种 情形 跨 约 篇 耕 极 
線 三 角形 的 若 助 求 解 的 問題 。 


8 2 球面 三 角形 过 的 余 苞 公式 “ 
以下 两 个 著名 定理 是 球 而 三 角形 稳 的 余 法 公式 的 推理 根基 。 


1) 阿 刺 伯 数学 家 亚 锁 。 巴 丹 得 出 的 挡 的 余 将 公式 ,一 航 认 篇 是 球面 三 角 的 基本 公式 , 因 
和 赵 能 用 局 析 缕 换 的 方法 从 它 推出 其 余 一 切 球面 三 角 的 公式 。 然 而 应 当知 道 , 过 种 褒 法 不 过 是 
約定 的 , ASAE KAE BE RRN DTA SR S AN AR E E ARA RIA E AF RE o 
(32) 
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定理 1 CENDEIOKBIAGECUGSPSAI EB CBUN ES; 假设 
XT ARE UI ee 38 AE RC RS CIBC AERA BB B TEARS. E9812 

定理 2 dE EBISEIECTOE SERVO Ex B9 Je EE VAR ER Ex 
And n 2e 8 89 E 3 

設 三 直線 OA,OB,OC 
的 線 束 構成 以 O 篇 项 点 
的 三 面 角 及 平面 角 AOB, 
DOC, AOC, 分 别 等 於 e, a, 
b; ZP RIAS fS EDMI 
Hia RPH A, B, C 
来 表示 (图 44)。 

中 心 在 三 面 角 顶 点 征 

NUS 4 18 F hpk ni BC IH J 5 

球面 三 角形 ABO, S WERTE — PSP USA AERA TRI 48 a, b, e, 而 它 的 角 等 
於 三面 角 的 娘 性 角 。 和 从 球面 三 角形 的 任 一 顶点 , 例如 ，4 点 向 面 BOC 
PEER AM, 通過 直線 AM Jem] AMAN 和 AME, WERE OB 和 
OC, 於是 得 | 


ZMNA=B, / MKA-Q, Z AOB=c, 
Z ROC =a, Z AOC = 
取 折 線 OKMN 在 ON 上 的 投影 ,有 (图 41): 


5 ON = 投影 OA +j w EK M+ 1 MN 
在 ON 上 在 ON 上 在 ON 上 在 ON 上 


用 fE 表 04 一 球 年 径 ,我 们 来 研究 四 角形 ON M Khi SEI e BE | yt 2 


ON = R cos e, BJ] 投影 OV= だ eosc 
在 ON 上 


OK = R cos b, Bj] 投影 K = R cos b cos a 
在 ON 上 


KM-—KAocosC, 
484 KA-0OAsinb, 


84 $k 面 三 角 学 


所 以 KM —OA*sin b eos C 


或 EK M = O As.sin b cos C eos(90? —a ) = R sin b sina cos . 
在 ON 上 
代入 , 得 R eos c= R cos b cos g + R sin a sin b eos C. 
約 去 R, 得 公式 


eos c = eos @*eO8 の 十 sin à sin b eos C, 
这 个 公式 可 以 读 成 过 样 : ERI 7E BUB A ERE AER s£ BST 
積 加 上 宅 個 的 正 弦 太 宅 全 次 角 的 修 弦 前 連 乗 積 。 
得 到 的 公式 适用 於 球面 三 角形 的 每 一 还 。 因 此 ,有 : 
eos q = eos b eos c +sin b sin c eos 4 | 
eos b = eos a cosc +sin a sin c cos B ` (5)a 
eos e = eos q eos b 十 sin G sin b eos C. | 
在 光 a, b, c 和 球 牢 径 瑟 比 起 来 很 小 的 上 时候， 球面 三 角形 可 以 看 成 
是 平面 三 角形 。 


atot, 
sin P, => ; 
sint =- 
R R 
同样 把 小 的 余 汞 也 展 成 级 数 慈 仅 取 前 二 项 ,和 
a? 
cos-s = 1 一 o Ba ° 
b b2 
eos 5 = 1 NE 
eu a € 
cos p, = 1 > P ' 


Jia efl ARI — AIRRA: 


eos c = eos à eos b -- sin q sin b eos C 
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P a? ab 
人 
— どー の 二 が 一 2g5 eos — S. 


s 一 项 较 之 前 色 项 很 小 ,可 以 略 去 ,所 以 得 到 平面 三 角 中 著名 的 余弦 
定律 : 
c? = a? + b? —9ab cos O. 


S3 正弦 公式 


取 三 角形 4MK fn AM N 的 公共 和 AM [3 44); 2S PORC BID S A: 
投影 AM = 投影 4K 十 投影 KM = 投影 AN 十 投影 和 NM 
在 4M 上 在 4M 上 #AM 上 在 4M 上 HALE 
投影 AK = E sin becos (90° — C) 
在 4M 上 
投影 M = P eos C sin b eos 90? = 0 
# AM L 
投影 AN = R sin cscos (90? — B) 
在 4M 上 
34 N M = R sin c cos B eos 90? = 0. 
TAM E 
代入 , 得 R sin c cos (90? — B) — R sin b cos (90° — C ) 


或 sin c _ Sin C. 
sinb sinB’ 


sin e sin b 


5x sint sinB' 
周 柑 能够 推出 
sina sinc 
sinA sin’ 
T VS sinw sinb sinc 


sd 5)6 
sn4 snB snOC' (5) 


IESS ke: REZA IUIE EIE PERI EER 
比 。 


IX 


38 f ZYL E H1 EA F PEUT Jy ETERRA ZYSMAIE Hi : 
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eos a, — eos b eos c + sin b sin c cos A, 
eos b = cos à cos c 4- sin a sin c eos B. 
等 号 前 和 后 分 别 相 加 ， 香 : 
cos a + eos b = eos c( eos G+ cos b) -- sin c (sin b eos 4 十 singeos B), 
相 減 , 得 : 
cos à — cos b = eos e (cos b —cos G) +sin c (sin b cosA — sin. a eos B). 
把 eos c (eos a + eos b) 和 eos c (cos b — eos a) 12:38] EE 7c 5 XE +U JD 
两 方程 式 等 号 前 后 分 别 相 乘 4: 
(eos? a — eos? b) ( 1 — cos? c) = sin2 c (sin? b cos? A —sin? a eos? B). 
RE sz Ex oZ E H] sin? c 代 (1— cos? c), 49: 
[(1—sin? 2) —(1—sin? b) | sin? ce«sin?c[sin? b (1—sin? A) — 
—sin? a (1 —sin? B) J; 
約 入 , 得 sin? a sin? B —sin? b sin? Á. 
用 sin? 4 sin? B Ex EBERISGIEDHZR 7; 4 


sina _sin b 


— -.. - 


sm A sinB' 
双重 符号 去 掉 不 要 , 因 仍 所 研究 的 三 角形 的 浪 都 小 於 180 。 


sina sinb sinc 
sin4 sn sinC' 
He BE 263 a, b, c ARR AEANCEUHUE DUIMREXE E 36 DUE RR 
在 面 三 角形 的 论断 ,球面 三 角形 的 正弦 公式 | 
sina _sinb sinc 
sin4 sn sinC 


可 以 表示 成 这样 : a bo < 
R 


E E 


ーーーーーーー ーー 一 一 ーーーー ニー o—————— 9 
sin Á sn Bb sing 


因此 ,各 个 公式 转化 篇 王 面 二 角 正 弦 公 式 


a b c 


sn4 sinB sinC'" 
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84 角 的 余弦 公式 
FER — POSUER ES: 


cos a! = eos b' eos e' 4- sin b' sin c' eos A', 


把 極 線 三 角形 中 的 元素 代 以 原 三角 形 店 習 鷹 前 元素 , 得 
eos (180? — A) = eos (180? — B) eos (180? — C) + 
+sin (180? — B) sin (180? —C)eos (180? —a); 


cos A = --cos B cos C +sin B sin C eos a. 


循环 代 换 得 
eos B = — cos A cos C +sin A sin C cos b 
eos C = — cos A cos B +sin A sin B cos e, 


3 sensim Ye E— A bist A PADRE f dc hs tT E 
Ju RARE 92 K eyak yp pe ht 


S5 球面 三 角形 五 个 元 素 的 公 云 


RNM EXPE (图 44), 根 报 投影 理论 ,得 : 


投影 NM =} NO 十 投影 OK +j KM 
ENMI —XNME 在 NME ENM 


投影 M =: O À sin c eos B eos O? =O À sin c cos B 
在 NM 上 


投影 NO = AO cos c cos 90? = 0 
在 NM 
V OK = O À cos b eos (90? —a) OA cos b sina 
ENM E 
投影 KM = QO A sin b cos C cos (180? —a)= —Q A sin b cos C cosa, 
A# NM L 
代入 , 得 


OA sin c eos B= OA cos b sin a — O Á sin b eos a cos C 


88 yK 面 = 角 学 


或 sin c eos B = sin à eos b — eos a sin b eos C 
同様 可以 得 到 


sin w eos B = sin c eos b — cos c sin b cos 4 
sin G eos C = sin b cos c — cos b sin c cos 4 (6) 
sin b eos À = sin € eos a — cos € sin q cos B 
sin b eos C = sin G eos c — eos à sin c eos B 


sin e eos À = sin b eos à — eos b sin z cos Ç. 


得 到 的 公式 可 以 芒 成 过 檬 (图 45): R ME 92 CBE 8 ER SZ MAR 
積 等 於 此 隣 角 兄 一 隣 邊 前 正弦 和 第 三 得 前 修 弦 的 乗 積 滅 去 此 兄 一 隣 則 
RU RE Uz SESS — 3 BTE uz HERE DU P326 58 BO ER 05 B 38 605 


806 角 的 正弦 和 隣 邊 修 弦 的 乗 積 公式 
把 前 面 球面 三 角形 五 个 元 素 的 公式 应 用 到 极 糠 三 角形 ,有 


sin a! eos C' — sin b' eos c' — eos b! sin c' cos 4 ， 
f8 D 8 Joi — fE TER UR — AE MRE HL 89 , Br EUH 
a/2180?—4; c —180?—C 以 及 其他 等 等 。 
代入 並 在 等 跳 雨 施 乗 以 一 1, 得 : 
sin A cos c — sin B eos C -- eos B sin C eos 85. 
同様 可以 得 到 其 修 女 個 公式 
sin Á eos b =sin C eos B + eos C sin P cos a 
sin B cos a = sin C eos 4 十 eos C sin Á eos b (7) 
sin B eos c =sin 4 eos C + eos A sin C eos b 
sin C eos a — sin B cos A -- cos B sin A cose 


sin C eos b — sin A eos B -- eos A sin B cos c. 
过 些 公式 可 以 读 成 这 楼 (图 46): — 8 BE ERRAR BASTA 
ZE AEDES 53 — D 8 DO IE 2:30 58 — 48 P IS o£ RER JE 03 — E55 R 
kaka A58 — 48 AE s£ BE EU 1 253 B9 A 9 P) STET - 
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8 7 球面 三角 形相 隣 四 元 素 間 的 隊 係 式 或 修 切 公式 
有 : sin a cos B = sin c eos b — cos c sin b eos À; 
用 sin b REAR í 


sina . 
eos B > =sin c ctg b — eos c cos A. 
sin b 


根据 正弦 公式 得 : 
cos B sin 4 = etg b sin c — cos c cos 4 
sin B 
或 ctg B sin A =ctg b sin c—cos c cos A. (8) 


同様 可以 推 出 基 修 各 公 式 : 


etg A sin C —etg a sin b —eos bcos C 

ctg Asin B= tg a sin c—eos c eos B 

ete B sin C —etg b sin a — eos a eos C (8) 
ete C sin B —etg c sin a —eosa eos B | 


ete C sin À —etg c sin b —eos b cos A. 


所 以, 在 任何 球面 三 角形 中 在 在 以 下 的 关 傈 (图 47): 江角 修 切 和 
rp ntfi 9x gs f p AS RC UTfU rP D SR E BART URGE P Fa] REB 
和 中 间 角 父 蓄 的 乘 和 i。 

显然 ,公式 (3) 膛 可 以 写成 运 标 ; 


40 球 面 三 角 = 


ctg a sin c=ctg A sin B + eos e eos お 、 
ete a sin b etg A sin C + eos b eos C 
ctg b sin a—etg B sin C + cosa cos C EN 
ete b sin c =ctg B sin À + cos c cos A e 
ete e sin a —etg C sin B + cosa eos B 


ctg e sin b —etg C sin À + eos b cos Á 


| 
J 
过 些 公 式 是 过 榜 读 法 : NEgRUDBISDISÉIE SZ BUSTO IA JS 6R UJU 
rpm f81E 2x ngse RUM. Erp 38 Biz Amp 0 6 9x55 BOSE 
以上 導出 的 六 個 基本 公式 可 用 來 解 球面 三角 形 
因 答 利用 这些 公式 根据 三 个 已 知 元 素 永吉 可 防 确 定 其 
佬 三 个 未 知 元素 。 
但 用 这些 公 式 来 解 球面 三 角形 实际 上 是 不 方便 
的 ;, 因 需 它们 不 是 对 数 的 形式 ,所 轧 在 应 用 了 时 必 震 作者 
干 次 对 数 和 芮 数 的 换算 ,而 运 时 常常 又 需要 附加 计算 。 
例如 在 利用 斥 的 余 范 公式 时 需要 查 18 个 对 数 ,而 过 些 当 数 分 作 在 表 中 
Agi 15 H Ee 
利用 補助 角 或 者 利用 和 差 百 敷 計算 表 可 以 在 某 種 程度 上 化 簡 計 
5 在 过 种 场合 下 需要 找 15 个 对 数 而 过 些 数 分 佑 在 表 的 9 EL E 在 球 
面 三 角形 的 兆 或 角 接 近 0° 或 180° RF RRE ADIBITE. PAETE 
场合 下 过 些 角 的 父 芝 鳌 化 极 慢 。 所 以 半 峡 的 公式 没有 实际 用 处 而 仅 能 
用 轧 推 由 对 数 形 公式 来 ， 而 用 过 些 对 数 形式 的 公式 来 解 球面 三 角形 是 
很 简 齐 而 且 精 确 的 。 在 求 出 解 球面 任意 三 角形 的 到 些 便 利 的 公式 以 妆 ， 
我 们 先 求 解 球面 直角 三 角形 的 公式 。 


$ 8 球面 直角 三 角形 


设 在 球面 三 角形 ABC (图 48) 中 角 4 是 直角 ;於是 根据 前 面 的 定 
JE 这样 的 球面 三 角形 昨 做 球面 直角 三 角形 。 在 解 球面 直角 三 角形 时 ， 
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很 朋 旺 的 ,只 要 有 两 个 已 知 元 素 就 够 了 , 因 仍 第 三 个 -一 -直角 一 一 已 经 
知道 。 解 球面 直角 三 角形 的 问题 ,有 以 下 六 种 情形 : 

98. 1. EL Aiit fs b 和 K e, B,C, 

2. PLATE a EHS b xx, c, K B, C TI e k 5, 

3. ELATI £8 B fn C, 求 w b, e, 

4. E, An 2E a ff Bx C, b, e, 3n C D, 

5. ELATIR fS b Ap C, K a. c LB, 

6. E, INEC fs b FIRE B, o a.c fn C, 


PS AeXK IB L 78— 3 JErp 6 A 是 起 角 , 所 以 ,很 明 题 的 ， 所 有 前 面 
罚球 面 任意 三 角形 于 出 的 公式 中 的 4 Ht GE IA: 
sin A=1, cos コテ 0. 
由 此 得 出 以下 解 球 面 直角 三角 形 前 公式 前 表 。 


球面 任意 三 角形 球面 直角 三 角形 
—nÜ 
1. cog a—ceog b cog c4- Sin b gin c cog A 1. coga —eog b eogc 
9. cos B= — cos A cos C +sin A gin C cog b 2. cog B —gin C eos b 
8. cos C= —cog A cog B+sin A gin B cog c 3. cos C —gin B eos c 
4. cog 4 三 一 co8 B cos C +sin B sin C cog a 4. coga —ctz D etz C 
5. UP LM 5. gin b —ginegin B 
gina  ginc 
9: gind ginC 6. sinc —gina gin C 
7. ctg a gin b—eog b cos C-- gin C etg A 7. cog C zcízatzb 
8. ctg agin c=cog ceos B+sin D etz A 8. cog B—ctgatzc 
9. etg b gin c=cog c cog A-- gin A ctg B 9. sin c =tħtzb etg B 
10. ctg csin b—eog b cog 4 十 Sin 4 ctg C 10. sinb =bg c etg C 


EHARA Ze— R T Axa ifc fo EAER EAR 

要 在 实际 应 用 中 站住 这些 公式 有 很 大 的 困 只 ， 所 以 在 解 球面 直角 
三 角形 时 最 方便 的 是 语 用 以 赔 形 类 示 的 下 齐心 记 规划 ( 阅 49, LAN 
Eg 2 ), 


mE 1 图 和 解 2 
a 

r NL Cos 

/ 
の E Ct Ctg 
p i 
\ ; 

90- b の - 

`— レジ Jin Sin 
图 49 


Te CBE 2 放 在 賠 解 1 上 例 如， 把 图 解 2 RRR PUE 
解 1 B a t5 於是 除 切 和 C KB EAMES —b) K (90? 一 e) 重 
合 ; MERITA: 
eos G= cte B etg C 
和 eos & — sin (90? —b) sin (90? — e) = eos b cos c. 
把 图 解 2 38 03198 1 005 PF e PEST PAS SER B EC 70 — fJ h te AB 


: 记 住 图 解 1 和 图 解 2 EIS DERE s S EPES, 

过 个 以 图 形 表 示 的 心 记 规则 可 以 表 述 如 下 。 

把 球 面 直角 三角 形 的 直角 邊 用 90? WREEK, R 
1323: 球面 三 角形 每 一 元 素 的 从 东 都 等 认 相 上阵 二 元 素 父 切 的 乘积 或 不 
相 隣 二 元 素 正弦 的 乗 積 。 

前 面 導出 前 解 球面 直角 三角 
形 的 公式 世 论 表 接 用 多 何 方法 这 
出 。 

按照 图 50, 在 三 角形 OBS 和 
OTS 中 有 : 

OB — OS cosa, 
OB —OT eos c, 
OT = OS cos b. 9.709 
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写 下 恒等式 
OB_OT OB 
OS OS OT 
把 OB 等 用 上 面 等 式 右 光 的 部 分 代 人 ,得 
OS cosa _ OS cosb OT cosc, 
OS | OS OT ' 
化 简 , 得 Cos 0 = cos b eos c. 
假设 直角 三 角形 的 小 a, b, c JEXEXRAF AE RəjdR h, MEREZA 
JE S VB &2 TE — E. HER 


sin b =b, * 
sin c= c, 
b2 
%82 一 1 一 7 万 ， 
C2 
cos e =1 一 一 一 
osc=1 on? 
Ta 
tg R? 
PEE ccc 
SRTR? 
TEA 
tg P? 
R 
Hls 
eB a’ 
b_R 
tg =— 
ctg r= 
R 
人 
e p à 


ERREAREN E, 

把 过 些 值 代 大 球面 直角 三 角形 的 公式 中 ， 我 们 得 到 平面 直角 三 角 
形 的 公式 : 

* (SS: 此 不 凡 a, b, 等 字母 下面 無 分 純 者 均 表 穫 的 線 度数 , 凡 此 等 字母 下面 有 
分 母 忆 老 均 表 兆 的 其 度 ,原文 未 能 区 别 清楚 ) 。 
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球面 直角 三 角形 — 不 gd d 角 = # 有形 


EM RN [^o NM P (o 
1. cog a—cog b cog c 1. ユー 2-7 2m)ü- aR) —l— yp: 十 下 有 


i855, VU OE AER BI DAR 
a? =b? +0? 
9. sinb —ginaginB | 2. b=agin B 
3. sinc —ginaginC | 8. e=agin C 
4. cog C=ctg a tgb 4. b=a cog C 
5. cos b—ctízatze | 5. c=a cos B 
6. sin c =tgbctg B | 6. c=b ctg B 
7, gin b —tzcctg B | 7. b=cctg C 


89 球面 直 直 三角 形 


有一 等 於 90” 的 球面 三 角形 叫做 球面 直 按 三 角形 。 
要 解 球面 站 渴 三 角形 只 要 有 两 个 已 知 元 素 就 够 了 ， 因 优 第 三 个 元 
X SR 90? 已 经 知道 。 

要 得 到 解 球面 直 毛 三 角形 的 公式 只 需 在 球面 任意 三 角形 的 公式 中 
ee sin a 用 雰 代替 eos a 和 etg a, WBE a = 90^5 Hj sina = 1, 
cos q = 0, etg à — 0, 

球面 直 湯 三角 形 公式 表 引 銚 在 下面 , 3 EEZSSNDEEERITEE — 
形 的 公式 得 出 的 。 


球 m 任 & = 角 W 


球面 直 邊 三角 形 


. eog a—eog E Cog c4-gin b gin e eos A 


] 1. cog 4 ニーctg betgo 

9. cos b=cos a cog c+ gin a gin c cos B 2. eog b —gimn ceo8 B 

3. cos c=eos a cog b+ #in a gin b cog C 8. cog c —gin b cog C 
gina gin A : ' : 

4. duh me B 4. gin B=gin b ginu A 
ama. gin 4 


Š. qun 6 ein C 


5. Sin C—gincgin À 
6. ctg b gin a—ctz B gin C +eog acog C 6. etg b —ctg D gin C 
7. cíge gin co —ctz C gin D-Feog acog B 7. ctg c —gin D et; C 
8. cízcgine-ctz A gin D+eos c eos B 8. etg A= —ctz P coge 
o, ectragin ó—ctz Asin C -eog b cog C 9. ctg A= —ctg C cog b 
10. cog コニーceo8 B cog C - gin. B gia C cosa 10. cog A= — cos B eog C 
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答 丁 営 質 際 鷹 用 時 記 住 造 基 公 式 應 該 像 記 左 球面 直角 三角 形 的 
公式 一 様 利 用 賠 形 表示 的 忌 記 規則 (图 51 )。 


图 解 1 图 解 2 
(180-4) Cos 
(09 9 (180-8) kA 
Cto 
ano (c-909 
(6 3) 一 Sin Sin 
5l 


把 图 解 2 放 在 賠 解 1 上 並 把 宅 翌 賠 解 1 旋转 可 以 得 到 所 有 十 个 解 
直 兆 三 角形 的 公式 。 
S 10 球面 直角 三角 形 解法 
—— 在 解 球面 直角 三角 形 以 先 必須 注意 以下 事項 : 如 果 球 面 直角 三 角 
其 元 来 是 以 它 的 eos, tg 或 ete 求 田 , 旭 解答 常 是 唯一 的 , 113938 26 — 
角 画 数 洲 铬 角 是 正 的 对 锁 角 是 负 的 。 如 果 某 元素 是 以 它 的 sin +H , Hi) 
解答 有 两 个 , 因 篇 锐角 的 sin 和 它 的 补 角 的 sin 相等 。 在 过 种 情形 下 必 
须 利 用 以 下 论断 : 
a) 假设 球面 直角 三 角形 的 直角 兆 b 和 c [BI A S 00? 9] 90^, 
划 按 公式 
eos a = cos b cos ë 
4138 a JJ 90°, 因 篇 在 过 两 种 情形 eos a 都 有 正 号 。 
假设 5-90? 而 c90? 或 2>90” 而 c<90°, 加 按照 上 面 同 一 个 公 
3X. 8H a KH 90°, 因 仿 在 过 两 种 情形 eos a 都 有 负 号 。 
所 以 : 
於 90^, fox H —15 0:38 X rS 90^ 而 男 一 个 小 於 90" 則 斜 邊 大 放 907. 
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6) A eos a. — etg B ete C, 所 以 営 ア て 90" HR. C<<90° 或 已 >90” 
H. C90? RF FRS a<<90°, 因 篇 在 过 两 种 情形 eos a 都 有 正 号 。 

à; B<90° 而 C90? 或 党 B>90° m €-—90? 時 , cosa HAS, 
PARRE @>90°。 | 

所 以 : 

恨 設 球面 直角 三角 形 斜 得 前 隣 角 同 時 都 大 於 或 都 小 於 90”, 旭 斜 施 
Jt 90°. Ziz 88 — 8 Xt 90° 面 男 一 角 小 於 90°, BEER Xt 90°, 


B) eos B —sin C cos b 


因 需 在 球面 三 角形 中 sin C 和 sinc WEE, BJJ eos B #0 tg b 
BE UE TASSE cos b 和 etg B 的 符号 来 确定 。 

从 此 推出 : 

假设 直角 三 角形 的 直角 兆 大 於 90°, 则 它 的 对 角 也 大 於 99%"。 假 设 
直角 渡 小 於 90^, 则 它 的 对 角 也 小 於 90°。 反 錠 赤 然 。 


例 子 : 
1. 在 球面 直角 三 角形 中 已 知 直 角 兆 0=48°27'21", c=33?07'37"。 
XH a 3018 B f C, 
有 下 面 的 公式 : 
I. cos g = eos b eos c, 
igs e. 
sın c 
III. tg C = teL : 
sin b 
解 是 唯一 的 ; 表 値 9; KH 5。 
lg cog b 9.82164 lg tg b 0.05252 lg tg c 9.81462 
lg cog c 9.92297 alg gin c 0.26241 alg gin b 0.12584 
lg cog a | 9.74461 | lg ig B | 0.31493 | 1g tg C | 9.94046 
a | 56?15 42" | B | 64?02'42" | C | 41?05 05" 
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2. 在 球面 直角 三 角形 中 已 知 : 角 = 58^4013" 及 其 相 陵 直角 让 
e=37°54'06” , 
KERS a, 5)— i8 1838 b 及 角 C。 


有 必需 的 公式 : 
I. tgb=tg B sinc, 
to e 
e. t = m ~ ° 
IL. tg a eos B 


III. cos C —sin B cosc, 


解 是 唯一 的 ; 3 9; 表 頁 5。 


lg tg B 0.21558 | 1g tg c 9.89127 lg sin B 9.93155 

lg gin c 9.78839 | lg cog B 0.28403 lg cog c 9.89712 

lg tg b | 0.00397 | lg tga | 0.17530 | lg cog C | 9.82867 
UT uu 45e15427 | a | 5615/42" | C | AT?3 21" 


3. 在 球面 直角 三 角形 中 已 知 角 —64^09'41", f € = 4173239", 
RERE o RETE b 和 e, 
有 公式 : 
! eos B 
I, eos B —sin C eos b Wẹ cos b = sin O ' 
: qos C 
II. cos C —sin B cos c gy, cos c = sin B° 
II. etg C = tg B cosa W cosa = ctg C ete B. 


解 是 唯一 的 ; 表 値 9: KRAD, 


lg cos B 9.63032 | geoao | 9.87416 | lgetg B | 9.68507 

olg gin の 0.178836 | elgsin B | 0.04575 | 1getgo | 0.05251 

x lgeosb | 9.81768 | lg cog o | 9.91991 Í 1g 05048 . 9. T8758 
b | 4895455" | c | 334418" | a M 56°52 25” 


4. 在 球面 直角 三 角形 中 已 知 : f B= 65°58'47”, gl a = 40°83 
50”. KEH b me RAC, 
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有 公式 : | 
I. sina = S gg sin b=sin a sin B. 


II. co フー っ =k tg e =cos B tg a. 
III. etg C =te D cosa. 
- SESR b 是 按 sin 求 出 , 但 因 徐 , 在 球面 直角 三角 形 中 若 角 小 於 90°, 
则 其 相对 直角 小 也 小 於 90°, 所 以 解 仍 是 唯一 的 。 


ig na | 9.81312 | lg eos | 9.60966 | lgtg B 0.35101 

BELL x 9.96066 x lg tg a 9.93243 | lgeosc | 9.88063 

ea | 9.77378 1 lg tg c | 9.54214 | lg ctg C | 0.23164 
b | 3 626/98" | c | 19912/40" | の | 30^23'50" 


5. 在 球面 直角 三 角形 中 已 知 : fue 0 —42?22'39", PR a = 61° 
3304”. KEAR c KABA C, 
有 以 下 公 式 
I. cos Ç= tg b ctga. 


eos a 
eos b ` 


III. sin b —sin Bsina gy, sin B =n : 
按照 前 例 中 引用 的 论断 , 解 仍 是 唯一 的 。 
SESR TS B EESE, fHISASIEC 19:38 563035) ARRA RRIA 
Iz ES r D SIZE E— B 


II. eos a —eos b cos c uy cos c = 


lg tg b 9.96019 | lgeosa | 9.67795 | lgsin5 | 9.82867 

EI 9.73384 | clgeogb | 0.18152 ‘lg sin a | 0.05589 
ET cog c sc | ee 9.69408 9 | lg eos ‘ lg cog c Ti | 9. ).80947 sin `B B | 9. 88456 B 
BEEF | 60^22/26' "E o | 49°50'40” | B | 5020254” 


. 在 球面 直角 三 角形 中 已 知 : Tr faz b = 29°31'40”, 353848 B= 
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=60°28'05”, RERE a, ERs c 及 其 对 角 C, 


有 公式 
I. sin c =ctg B tg b; 
; I in b 
II. sin b —sin B sina gg sina= 2? $ 
Ex sin sin B’ 
TIT. cos B= cos b sinC 或 sin Ç = E ; 
cos 0 


按 定理 : 部 雨 直 角間 同時 大 於 或 小 於 90°, BJ 90^, 如 一 
EHKK 90^ 而 另 一 小 於 90°, HASHECK S 90°; 本 题 有 两 个 解 。 


lg ctg B 9.75321 | lgsinb | 9.69271 | lgeos | 9.69277 

lg tg 6 9.75318 elg sin B | 0.06044 olg cog b | 0.06042 

E" gin c | 9.50634 | 1gsina | o. T5315 | lg sin C | 9.75819 
e, | 18542 58" | a, | 34°30'07” | C, | 3493020". 
dis | 1611702” | a, | 145^29 58" | C, | 145^29 40" 


S 11 解 球面 任意 三角 形 的 公式 


像 前 面 指出 的 , 由於 不 是 对 数 的 形式 ,球面 三 角 的 基本 公式 在 下 际 
应 用 中 很 不 方便 ,所 马 通 常 物 是 用 球面 三 角 的 单 新 公式 。 


L 用 过 的 画 数 定 角 的 任意 三 角形 公式 


fs Y KiH—#J401=_ e BS 6: JXGBBUERSZ VEN: 
eos G= cos b eos e --sinb sin c cos A. 


从 平面 三 角 知 道 : 


. A y 了 二 cos4 
sin“ = > 
2 2 


cos A=] --23 sms 人 š 


50 球 面 


° ° $ 2 Á ° 7 ? 
eos à = eos b eos e 4- sin b sin e — 9 sin? — Sin b sin c 


< 


[Ul 
SE 
p 


》 


d: p cos (b — c) = sin b sin c + eos b cos c, 
E p cos q — cos (0 一 C) 一 2 sin? sin b sin c, 
由 此 得 


Low s ; 
9 sin? sin b sine- eos (0 一 C) 一 cos a. 


ad 


I] ES e$ oZ Bg2E SEES FERmE SZ ADAE2ETIE 5Z Bote fang — fie, MAA 


イル 48.. 
TTE sin 3 (a4 +b—c) sin (a +e—b) 


2 ib 0 

用 2p 表 球 面 三角 形 三 邊 的 和 , 有 : 
@ 十 6 十 c 王 2 の ) a+b—c=2p— 2c; 
a+c—b=2p— 2b. 


a ER . A ュ /sin(p- ー ム ) sin (の ー6) 
全 人 得: x um y snbsinc | 


同样 半球 面 三 角形 其 除 两 角 得 : 


B / sin(p—a)sin(p—c) 
a テー sin @ sin c : 


n sin (の カー@) sin (p — -b) 
st š yo sin @ sin b 
内 篇 站 池 完 的 球面 三 角形 的 角 都 小 於 180”, 所 防 根 号 前 仅 取 正 号 。 
4$ Y Ju SL A DA F 492E BUS : 


(p—a) = Pa, 
(p-5) - Pv | (1) 
(p—e) 9p... 


TB to NEP E ASIE ZEE TEX: 
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sim = y5 sin p, sin De 


sin b sine ° 
sin — Sin pa sin pe ' (9) 
9 sin æ sinc ° | 
C SIN pa sin py 
sin— = i rmi š | 
2 snasinb ”， 
6) PIRIYA 
UC REDE RU ER IZ IYIN 
eos a = eos b eos c + sin b sin e eos Á; 
„A 
WE cos 4 オニ 2 co ニー1 


E ; . A. s TA 
所 以 得 cosg= ニ cos ム eosc 一 sin の sinc 十 う cos? jn b sin cj 


BN eos (b +e) = eos b eos c — sin b sin c, 
所 以 cosa==(0 十 c) 十 2 cos? sin b sin e, 
或 2 cos? A sin b sin e= 08 a — cos( b 4- c). 


因 答 飲 弦 前 差 等 於 生 和 正弦 和 人 年 差 正 弦 的 乗 積 的 二 倍 , 所 以 用 二 
約 以 後 得 : 
sin-- quu sin-- (b+e—a) 


COSZー- = 
€ 


c 


用 2» 表 球 面 三角 形 三 邊 的 和 筐 : 


/ sin p sin (p—a) 
ss =] ——À—— 
sin b sinc 


Sin b sin e 


PRERA = PEDE EER PR 845: 
oB y EPET) 


sin G sine 


sin psin (p—c) 
aC y ERA 


sin G sinb 


探 用 (了 DD) 中 约定 的 记号 得 : 
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sd = 
9 F sinbsinc ， 
TUN 2721 (10) 
2 sin à sin c 
sod mnanpi. 
9 sin à sin b 
B) 年 角 正 切 公式 
怖 了 得 到 衬 角 正 切 公式 顺 浆 用 cos 等 除 sin 2 等 。 
sin (p—b) sin (p— c) 
得 : eá- yino sin p sin (p—4) ? 
iD /sin(p—4) sin(p—c) 
°> sin psin(p—b) ， 
teB sin (カー@) sin(p— 5, 
$3! snpsn(p—c) 
採用 CD 中 约定 的 记号 得 : 
wá- E y- sin Pp sin Pe 
sin p sin Pa ° 
w2- y^ Sin pa sin po, (11) 
sin p sin p; 
e = " y- sin pa sin Po | 
sin p sin p, 


过 些 公式 这 成 过 样 :每 一 角 的 定 角 的 正切 都 是 一 个 人 范 数 a ; 
WRT AE E IA 3 URS ARBRE BOSE TRE, ARN 
“F JA) 1E 02: e F: J5|0k32 JE 19 35 38 Bize IE 9: BERE, 

ACRI TET TER H ñ SERERE BH DAUE c » PS] ES ER IRI — fE 3 £8 hu— ER 
於 90? (HARAM ELZA), HEESUIEX ZEN ff 

形 ， 只 有 当 此 角 不 接近 180? 时 ,方才 通 宜 ; 303—275 18] Z— 818 2 H 
余弦 公式 是 不 通用 的 ; 实际 上 解 球面 三 角形 时 半角 的 一 切 值 应 该 用 定 
角 正 切 公式 。 
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假设 把 及 式 : sin p, sin Pe 


sin の sin Da 
根 号 下 面 的 分 E sin pa 並 取 : 
y sin Pa Sin Po sin Pe _ 


sin の 


則 答 公式 : 


tg ニー mo (12) 

2 

e m, 
2 sn の 。 ` 

Ri m ARI hapa E EL A — 53 P3 J ]B|F46 BJ E UJ , 从 图 52 得 : 

y-t:-a, 

v--z-b, 


Ç+ =c, 
从 此 得 2e+2y 二 2z=@ 二 0 二 <¢, 


或 styt+2 = 0+b+e). 


所 以 2 十 4 十 2 一 力 . 
徒 上 式 減 去 y+z=%, 得 
52 ーー. 
同様 得 9 デニ ターム 


z=p—c. 


従 球面 直角 三角 形 有 : 

Ë P tgr Z ter 
2 siny sin(p—b)’ 
re ダー mm o 

2 sin(p—b)' 


但 因 篇 


El 
III 
SÉ 
D: 


54 球 


Bt LA m = tg T, 


此 处 7 是 球面 三 角形 内 切 图 年 径 。 
当 球 面 三 角形 的 稳 和 球 定 径 比 起 来 很 小 的 时候 ， 可 用 稳 的 本 身 代 


替 滤 的 正 汞 因而 得 到 平面 三 角 的 公式 : 


k E = 角 É | 平 d = 角 É 
" | " 

1 sin A= ERE po) | amdey GD (p=) 

2 gin b gin c 2 b.c 
sedo Amp Re) | cese 

gin b gin c : 

3. tg =y sin (p—b)sin(p—e) 8. g= (p—b)(p—e) 

^2 gin p sin (p—a) _ p(p—a) 


IL 4e3ES.q:358k32 E3E3E 0065 235 


按照 公式 (9, 10, 11) 習 極 線 三 角形 有 : 
an - ysste (p'- ー の ) sin(p' —e). 
2 


sin b’ sim c' 


/ sin が sin (の 2: 


sin b’ sin c! 


eos. — 
2 


t-J sin(p'—b') sin( ダ ー の ) 
2 sin 2 sin( の 一 の ) 


我 们 知道 A — 180? —a 
a'=180° — Á (1*) 
b'=180° — B 
e =180° 一 C 
用 2 ア 表 角 的 和 A+ B+ C, 有 : 
a' +b' +e — 540? —2P. 
取 a' +b +e = p 


有 : p'=970° — P (2*) 
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f (2*) SUPE (1*) 中 各 式 ,得 
2 一 % =90° ` sua 
p'—b' =90° — (P — B) 
p'—c'—-90? — (P —C). 


em 0773 


| —(P— B)]sin[90? 一 ー( ア ー -0)] 
sin (180? — B) sin (180°—0) 


3 


sin (180? — B), şin (180°—0) | 


a 
cos(90° —2.)— | (210? — P) sin [90° 一 (アー "4)] 
(s -3)- 


o. 9 sin[ 90" 一 (アー By]sin[90* °—(P—0C)] C)] 
0 2 y- _ sin (270° — P) sin [90°—(P—4)] 


os% = | eos ( P — B) cos ( P — zi 8 
sin P sin Ç 
— eos P cos (P — A) 
^.  snBsinO ^ (13) 
gi a — cos P cos (P — A) 
2 eos (P— B) cos (P—0) ` 
[IEEE EREA ZU: 


by — eos P cos ( P— B) 
da Sa sin A sin C 


. ij —eos P cos (アー -0) _ 
cr am sin Á sin B 


TOA Een A eos ( P — C), 


sin Á sin C 


e eos (P — A) eos( アー B) C19) 


2 sin A sin B 
m y —eos P cos (P-B) | 
92 `P cos( ア ー4)eos( ア ーO) 
PP 
18 — f cos P — A) cos P — By 
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— — 


因 妥 球面 三角 形 三角 的 和 常 大 於 180”, 所 以 ど 常 大 於 90", 因 面 根 
号 下 的 式 子 常 息 正 。 


HI. 用 球面 剩余 确定 球面 三 角形 的 逮 的 公式 


Tp gu ap a ste AH 
| s= A+ BC —1807, 
B£ A+ B--C —2P, Bt y) 


P —90? +— 
或 P— A=90° +—— -o-( 4-4), 
2 2 
P— B-90? 4-5 — -s-(B-2), 


P-0=9° +5- C= 90° —( o— =) 


THI Bs IV A 3E sk , FRR. PREIDE ZU BSD 


RAN: E s es DG 
2 V sin — sin ( 4 -i) 
ENT sinBsinC , " 


sin — sin [ C -二 ) 
sin“ = 2 2 
9 sin Á sin B : 
Bs y 3 
sin ( p—) sin ( C -了 过) 
a 2. 2 
os = —— 


sin B sin C 


| 

S | 

» V sin sin ( B— Z) | 
DU snAsinC ^" 

| 

| 


(14) 


sin Asin Č 


V sin | A— ) sin( C 一 全) 
b 2 N 9 
ie iE jme WEIT 
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tel = DT 9 
2 sin ( ガー ) sin ん だ 
sin — sin B-Ż) 
: ( 2-3 
E Í P e\? 
sini dee] sin 6-2) 

"um a y 8 
it I sin E in ( C T | 
2 sin ( 4— 5 )sin( 3 一人 二 ) 

IV. 用 逮 的 画 数 表示 球面 剩余 的 公式 
技 相 隣 三 元素 前 公式 有 
1 eos eos 1l (a —b) 
sin “(A+B)=—— 2 2 
2 eos 一 
C 


・ ( 1 
SIn- 一 608 o rb) 


M 


cos SB) = 


C 

COS 一 一 

HE s= À-- B--C —180^, 
所 以 A+ oo leo); 

2 9 

T. Eu: 

ium. cos. 

2 2 


i nr 1 
sm £) N (a+b) 


; c 
81 ロ ーー COS- 一 
2 2 


58 


球 面 E fü 学 
利用 合 分 比 定理 得 : 
cos (C — g) — cos 9 


wos Oa) tod Hl h)--cos le 


eos (a— 6 ) 一 cose 


n Li s Sb) — eos E 


> 
sin— (0—6) teint "-— + eos ind 


利用 和 差 化 车 公式 得 iE 
9 sin--(C— eC) sin 407870 


9 eos (U — +O) cos 工 (C 一 :一 2) 


一 2 sin--(a— b+c) sin (0— —b— ce) 


2 cos L (a — b+c) eos — (a— b —c) 


2 eos (0—e+0) sin テ ( び ーー の ) 


ü ERT E E 0) 
ー 2 sin 一 (@+ も +o) sin-- (a+b—c) 
os LCa+b+e) cos L (abc) 
化 简 得 : 


一 tg (2 — 2) (- tgle )= 地 去 (2 一 下 | -tg (p—a) | ; 


1 1 1 1 
etg — (90 — ( - tels) — tel ice 
g (2 €) 5 一 6 g->p tg (p C), 


mm M Wer 
telete ($ Z J- tel( @ ) tg z (P b), 
1 C < 1 1 
_— e tte — — “ l= to cq Y. 
tgTe cte( っ 5) IBS p i e) 


Te RA RERA E 
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tg-—= ig Lptg > (p— a) tg —(p— b) tg Tp—e), 


4 
或 利用 (D) 中 约定 的 记号 得 : e 
tg = y tgp tg LP. tg Pn tg LIP (15) 
E28 het 90°, 所 已 根 号 前 取 正 号 。 
V. 用 三 还 一 角 的 画 数 表 示 球 面 剩 鲜 的 公式 


gt HERR e 2 ER RR D D 3 D GE ZAARRA RR 
Boa c AO E EAKR RUE (14) 得 : 


sin.2- sin b sin“ sim ( A— is sin-5.sin ( が 一 z) 
ME MM. 2 9 
C 
GOS — sin? O sin Í 4-2) sin( B——) 
2 9 
UT U. の 
zn sin— sin -一 
化 简 得 : duit 2. 24m (10) 
eos. - 
2 


VI. 球面 三角 形相 隣 三 元素 的 公式 


TERIER F XH REB fü UR PORR AD, 
和 埠 了 得 盟 所 求 公式 利用 \9) 式 和 (10) 式 , 有 : 


A sin pp sin . B sin の 。・Si p. 
sin? 一 = Pe a, ó, sin? -一 一 — I hs 
2 sin b-sin c 2 sin a-sin c 

sin p sin B sin p sin 


2 sin b sin r ? 2 sin a-sin c 


两 丽 相生 a, x 545 a2 x 555 aa x 02; G> x bi, 得 : 
B _ sin po sin p. sin pa sin Pe L gin? C Sn’ pe, 


2 sin b sin e sin G sin € 9 sin?c 


"E Wa 
I. sin? — sin? 
2 
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A B sin>osin >, sin > sin » C sin? 
II. eos? — eos? 一 一 P | Da i P ; Pi es duo : L 
9 9 sin b sin c sin q sinc 9 sin2e 
E | B sin sin 9, sin sin C sin? 
III xin? 0042] lo WILD BED MIL pu 6092 ct n" Po, 
9 9 sin b sin c sin G sinc 9 sin2e 
. 5, B A  sinp,sin p, sin p sin C sin? 
IV. sin? — eos? — = Pa NE Pi Da 一 e032 过 ; Da 
9 9 sin @ sin e sin e sin D 9 sinc 


p] 2B y AERE TERR RA REV: I+, II— T, III- IV, M-IV, 
A B A B C sin p--sin pe. 


^ 
待 : sin— sin — + eos 一 eos — = sin— 
2 2 2 2 


CUPS 


2 sim e 
A B . A. B . C sino—sin 
cos eos — — sin sin — = sin 一 EUN emis 
2 2 2 2 sin c 


A D A. B C sin ps +sin pa 


sin —— eos — + eos — sin — = eos 一 
2 2 2 2 2 sin e 


》 


A B A B C sin py — sin Da 


sin 一 cos — — eos 一 sin — = cos 
2 2 2 2 2 sinc 
従 此 得 
1 
4 一 卫 . O 2 sin (p+ pe) cos 一 (p— pe) 
GO8- = sm 一 一 一 一 一 一 一 
9 sin- eos ka 
2 2 
. | 1 
A+B . œ 2 sin 一 (P— Pe) eos — (P+ pe) 
= 3 一 ——TDVM 
2 2 9 sin “cos < 
2 2 
. A4 B C 2 sin 167 + pa) eos xn pa) 
si = CO 人 
2 9 sin- eos と 
2 2 
pd L z 
. A— B œ 28n "S (Ds — Da) 608 — (py — Pa) 
sin i Š eo TR 
9 sin “ cos と 
2 2 
C 
3 Y sin ( 了 一 全 eos 一 
或 eos 4 + = sinc. 2 
2 2 c 
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e . € 
cos ( 了 一 人 sin — 
eos 4+ DP. = a a 
2 sin“ cos と 
2 
sin A+B L ( p -号 -) D at 
9 , 
2 sin- eos と 
2 2 
a+b\ . a—b 
, COS ( p 一 一 u sin 
sn 4A-P _ と 
2 sin “ cos と 
2 2 
@ 十 6 十 c 
MN p= —— 
所 以 c€ _ 9 2t 
rawa 
c 4 十 0 
或 p E 9 ° 
代入 並 化 簡 得 : 
ALD COS g 一 0 Q 
I. sin SS = — 2 cos == 
2 cos. 2 
2 
ieh US = の 
有 
sin- 2 
(17) 
4+p eos Lr G 
IIT. eos zu 2 gm udi 
e 2 
eos— 
2 
. @+b 
sin - — 
IV. cos 4ー b = — 2 sin e 
| 2 2 
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对 过 些 公式 能 够 探 取 以 下 记 腊 规则 : 
a) 左 光 部 分 是 角 的 御 和 或 后 差 ,右边 部 分 是 过 些 角 对 过 的 千 和 或 
年 差 。 

6) 破 設 左 洪 部 條 是正 弦 , 則 右 邊 部 條 是 年 差 ) 恨 設 左 攻 部 分 生島 
8 REGES eE gn: 

5) BRAWA EE MERMER BBRA 
25 Eae SA IE 3E 

r) dict ZI BEER AERE URDU FRANZA, 

1) JbPF GERA RUR — TRUE rr 8E AE PO PRÉC WHE 
施 部 分 的 企画 数 。 


— 


VII. 相似 


慢 設 在 久 式 (17) 中 用 TII 除 用 TV 除 TL 用 I 除 TU 用 THT 除 IV, 
則 得 : 


c. A+B C a—b 
eos — sin ーーー CO8 一 COS ` -— 
2 2 2 2 
EU M ME. 
M unies 1 0 0 It 
2 2 2 2 
. c. A—B C a—b 
sin—sin —--^ ^.  eos-eos —— 
2 2 M - B 9 
NA ss 
sin_ cos A-B Bus de a+b 
2 2 9 
一 の 
sin—-sin — — cos—sin “ 
2 = 2 
. A+B G b: 
eos—sin ^ ^^ . eos-—eos -一 一 
2 2 2 
sin- cos A-B de sa a+ b 
EE. 2 2 
cos co 1 Ë c. a+b 
2 2 2 2 
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化 簡 即 得 到 所 調 相 似 D: 


, COS っ (9@ー i 
ig エギ ーcts C 


2 


eos l(ab) 


A—B o sin (b) 


2 sin T (a +b) I 
1 (18) 
in —(A— B 
tg -— = tg 一 ud sj 
sin z4 +.B) 
„a+b T eos S (A-B) 
a 
2 ? eos (A+ B) 
营 已 知 三 元 素 相 隘 的 时 候 , 用 公式 〈18) 来 解 球面 三 角形 是 很 方便 
的 。 
tg っ (4+ お ) tg z (5) 
ー デ ーー (19) 


tT (A-B) tel(a-b) 
LLL LI PE TEE (19 ) lb 
tg — x (a +b) 


"rs La- b) 


AHRR MERSER, 所 以 : 


1) 相似 是 根据 希 脐 广 aya? ova 一 字 来 的 ， 就 是 比例 的 意思 。 公 式 (18) 所 以 叫做 相似 
是 因 和 起 它 可 以 写成 责 个 比 的 等 式 , 例 如 第 一 个 相似 可 以 需 成 : 


A+B C a-b „Itb 
tg  :ctg,;—c08 5 :C8 , . 


即 伏 式 (19) 営 g 和 6 入 小 的 時 候 北 成年 面 三 
角 中 熟知 的 公式 。 

”显然 ,相似 也 能 用 芳 粹 多 何方 法 条 出 ;下 
面 提 供 一 个 过 样 的 方法 。 

在 球面 三 角形 ABC 中 在 顶点 B 作 角 
ABD 等 於 A, 延长 AC 399. BD 相交 得 等 
腰 三 角形 ADD AED, 作 B, Ç, DRAH 
AZAR a ERA Ah O, 就 是 三 角 
BC D 内 切 贺 的 圆心 ,过 个 圆 的 秆 径 是 OF — m, 

因 偽 有一 角 相 等 並 有 公共 放 , 所 以 : 


AFOB= ABOG, 
AGOD — ADOI, 
AIOC = ACOF, 
BRA: AC +CI=BG=BC-—CF 
或 QI--CF- BC 一 40j 
但 因 篇 CF-OI, 
所 以 Gp. Bo 46, 
pep BO =a, AC =b, 
所 以 ofp. 
因而 ,得 : BF-a-OF-a-9. 5.26. 


解 有 公共 直角 衝 前 球面 直角 三角 形 COF 和 OF B, 得 
sin CF =ctg a tg OF, 
sin FB=ctg £ tg OF. 
用 第 二 式 除 第 一 式 , 得 : 
sin Ç ctg a (A) 


sin FB etg" 
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HENA of, FB= uu g= 4-8 B, 
WE H. 2a —180^—C 
° C 
或 a-90* ——, 
a —b C 
SM — = tg > 
所 代 和 人 和 后 (A ) 式 化 篇 : Z —A—B 
sin 一 = 一 
[ o sin — z(a- b) 
或 tg A P eg S ELTE, UAR (18) 
- 2 sin Lead) 


因 往 公式 (18') AE 8 — ERR t LREN ERER RRD E 
"f ER HERR A 
8 12 球面 三角 形 的 分 析 和 解法 

像 马 前 指骨 的 ,球面 三 角 的 问题 是 根据 足够 的 条件 , 即 : 

1) BARS a, b, c, RHA, B f G; 

2) 已 知 角 4, B, C, Kk a, b, 65 

3) 已 知 稳 a, b mÅ C, z3& c 和 角 A, B5 

4) EAS c 和 人 角 A, B, Kk a, 6 和 角 C 5 

5) ELS a, b 和 角 A, KO e 和 角 B, C5 

6) 已 知 角 A, B 3I a, SR3 5, c mf C , 
| BU SEA IAEA TS] EURO GE RUE OD SLIDE EAA AS 15325 

不 式 用 起 来 便利 的 程度 不 同 所 得 结果 赣 确 的 程度 也 不 同 ， 所 以 在 解 球 

面 三 角形 时 应 该 遵守 用 下 规 旭 。 

規則 1 闵 量 利用 未 知 元 素 的 正切 或 你 切 来 砍 定 该 元 素 ， 因 入 半 
於 角 的 一 切 秆 正切 和 从 四 灵 化 祁 够 快 ， 奥 其 他 三 角 画 数 ， 例 如 与 接近 
90° 角 的 正弦 或 接近 0^ W 180° ARREO, Det Hg ER S 
的 結 洲 。 


66 球 面 = 


<—— À — 


HB] 2 用 正弦 雁 定 未 知 元 素 时 有 丽 个 伞 得 出 来 ， 和 在 下 面 三 角 


中 一 様 , 決 定 取 其 中 那 一 個 (J 90? 的 或 小 於 90? 的 ) 作 篇 问题 的 解 
很 不 容易 ;所 以 贰 告 大 家 确定 未 知 量 时 曾 量 避免 利用 正弦 ， 但 阅 题 5 


An ER 6 中 不 可 避免 的 要 利用 正弦 。 
规则 3 由於 就 是 引用 补助 角 也 不 能 


数 形 公式 用 起 来 很 不 便利 。 


ZF HS ERE. 所以 非 習 


規則 4 在 实际 利用 某 些 公 式 解 间 题 时 ,篇 了 计算 合理 化 ,必须 重 
视 计 算 工 作 所 需 的 时 间 , 过 种 时 间 能 用 表 值 数 ( 由 呐 数 查 对 数 及 由 肆 数 
ERRER BO Fue ECC GERRERA 也 就 是 需 


要 掲 開 表 的 炊 敷 表示 出来 。 


問題 1 已 知 球面 三 角形 的 下 a, b, c, RA A, B, C, 
可 以 利用 ( 阿 耳 - 巴 丹 ) 角 公式 来 解 ,例如 ,六 於 角 A: 


cos G = eos b eos c -- sin b sin c eos À, 


或 | cos À = cos a coset b eosee c — etg b etg c, 
(H Hii Je ZR 38k, 因 需 表 值 数 等 於 18, 面 表 真 敷 等 於 15。 
3E (TEL RE UE JB HE RARR P Jr E AUR: 


sin p, sin Pe 


sn ES | d 


sin ô sinc 


例 EARE: 0—34^12'48", b=42°55'12", c—51^02/39" 5: R8 A, 


B inc, 
a 34*1948/ | lggin Pp 9.55765 | lgsinp, 9.35355 
b 42°55 12” lg Sin, 9.35355 lg Sin Pa 9.69733 
c 51°02 39” ə lg ginb 0.16687 ð ig sinc 0.10922 
2p 128°10 39” ə lg Sin 3 0.10922 ð iz gina 0.25008 
p 6450519".5 | lg desi A | 9.18729 9.18729 | lg sin?’ aB | 9.41015 
p—a 29?52'81".5 
A B 

lg sin o 9.59365 lg sin 。 9.70508 
p—b 21°10 07”.5 | ーー s CE OT EROR に E 
a 28°05 58” | 302:11" 

2 | 2 
p-—e 13*02'40".5 A , 40.1156" B | 60?56'292" 
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lg sin pp 9.55765 | J] E sk Z K ES E 
lg 8in Pa 5.69133 | x 
à lg ginb | 0.16687 | 
| | lgsinb | 9.83313 
óigsina | 0.25005 | | 
| | lg ginA | 9.85838 
r— ——  À— 
o lg sin B | 0.05844 
lg sin? 9.67190 | 
| | 
lg sin C 9.83595 — | | 
l | 
ERE RS ECCE ORAE lg sin a | 9.74995 
C 43^16'04" cd 
2 a 34°12'48 
C 86^39'08" | 


問題 2 已 知 球面 三 角形 的 三 角 4, B, C5 RER a, b, c, 

能 用 以 下 万 法 来 解 : 

a) 接 照 遊 前 條 弦 公 式 , 習 邊 g 有 : 

eos a = eos A cosec B cosse C + etg B etg C, 

同様 可以 求 得 cos2 和 cosc, RIRIN 3, AB Hia SESS 
不 便利 的 , HAREE 18 MARXA 155 

6) 接 照 年 邊 正 切 公式 , 習 邊 @ 有 : 
a | —cosPeos( P—A4) . 
2  eos(P— B)eos( P — O y 
同様 可以 確定 (e^ i te^, 

题 然 , 征 面 的 公式 对 计算 来 说 更 需 便 利 , HARKERS 7 面 表具 
数 也 等 於 7。 

例 已 知 三 角 : A=62°05'40”, B=54°36'10", C=70°1430”"; +K 
二 于 @, 6,c。 


kz 


tg? 


56 
EI 
uu 
B 
b: 


A | . 62?08 40" 


| 1g cog P 8.78187 
B |. 54?3610" | lg eos (P— A) 9.93134 
C | 7091430" | ô 1g cos (アー B) 0.10868 
2P |  186?56/20" | ð lg co8( ア ー の ) 7.03671 
| | 
P | 9992810! | lg tg* 一 8.85860 
| M x a 
Ped |  81?2230" lg tg Ç 9.42930 
| : 
P—B x 38°52'00 E 1520228" 
アー の | 23°13'40” x a 30°04'56” 
l 
ーー 
| 
lgcosP | 8.78187 | lgcosP 8.78187 


NE C: 
lg cos (P— B) | 9.89132 | lg cos (P—C) | 9.90329 | — ES A E 
9 lg cog (P—C)| 0.03671 | 9 lg co8( ア ー4)| 0.06866 


9 lg co8( ア ー4)| 0.06866 | o 1g eo8( ア ー ぢ ) | 0.10868 lg gin a 9.70005 
b c ， 
lg tz? > 8.77856 | lg tg* 4 8.92250 lg sin B 9.91124 
lgts ^ | 9.88998 | igt; | 9.46125| ólgsinb | 0.38502 
b | aur c " | 
っ | 13°4611 * 16°07 54 lg 8in 4 0.94631 


b ` | 21^39 22" c 32^15'48" A 64°05'40” 


問題  ELANBÉXE a 和 2 及 其 夹 角 C。 求 稳 e 及 角 4 和 角 B, 
能 用 下 面 的 方法 来 解 : 
a) TERRIER EZ: 
cos e= cos G cos b -- sin a sin b cos C, 
RAE HOESZ Zea NR 18 448 B: 


sin sina. sin B sinb 
Fy ーー ーー 
sin sinc sin sinc 
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4E XLI 1, 2, 3, 4 HE, 知道 过 个 解法 是 不 便利 的 , 因 BiU 
12 ifj de ELEC 9. 
6) AIRI — bi » EGRE BUR IZIN RK e, Bl 
cos € = C08 G cos b + sin à sin b cos C, 


但 確 定 角 4 和 角 時 用 公式 : 
ctg A =ctg a sin b eosec C — cos b etg C, 


ctg B = etg b sin à cosec C — cos a etg C, 
然而 根据 规则 3, niis E AEIELAVEURU. HARER 12 mH 


SOS 8。 
5) 用 相似 求 角 4, B mab e, : 
A 1 
te x =0le 0DS- (0 b) 866 (a b), 
A—B 。 C. 1 1 
tg B FREIE cinis (0/50) Sr ¿O 


Cu ] 1 
tg. (arb) cos Cad + .B)see っ (4 B). 
最後 遺 基 信 式 是 最 便利 的 , 因 人 肪 表 値 敷 等 於 9 imde E EC SES 6。 
例 已 知 : a=104°23'15"; b=67°04'98”; C —36?17'49"; 
X c, 4 dn B, 


TRE 
s | 18^0854".6| lg ctg 2 e 0.48441 lg ctg Ç 0.48441 
| 

222 | 18°39 927.5| 1g ME 9.97055 | lgsin^—^ 9.50500 

2 | 85*4851".5 9 1g cog 2r x 1.12820 | 9 lg gin? t? 0.00121 

| 1+B ALn] 

x lg tg — 1.58916 g tg っ 9.9.062 

| us 88°31 29” gom 44?2953" 

| 2 | NE A 

| E | | i j 

| A: |! 1825422" | B ー 4408367 
ミニ ee | 


ニー ニー — 


70 球 Bi E: 角 学 
lg ig^ T? 1.1969) J IE 3k 2 sÇ FC # 
19 60H CE 8.41070 lg sin a 9.( 8616 
à]& cog 4 B 0.14588 lg sin B 9.84289 
lg tz 2 | 9.68357 alg sin A 0.18591 
ç 95°45'40” lg sin b 9.96426 
C 51°31 20” b 67°04 23” 


問題 + 巳 知 一 穫 c 及 其 雨 隣 角 4 和 B; 求 邊 @6 和 角 C。 
解 用 以 下 方法 来 解 : 
2) 按照 角 的 余 苇 公式 求 角 C: 
eos C = — cos Á cos B -- sin A sin B cos c, 
SR HR IE Z ZR AE a 和 2: 


sina sinA. sinb sinB. 


———— — ーーーーーーーーーー — 


sinc sinC' sinc sin’ 
不 过 根据 规划 1, 2, 3, 4, 知 造 用 中 基 公式 來 解 基 不便 利 前 , NRR 
等 於 12 T de FT 225: 9。 

6) Argi bx JB RUERIZINSMGRÁAS C, WRR a Fm o ne 
MERY: | 
etg a —etg A sin お cosecc 十 ctg e cos B, 
etg 6 —etg B sin A eosee c 十 ctg c eoa A5 
然而 根据 规则 3, AGB Ha tZ URERA, ARRE 12 

RARI 8, 
B) HMHIPUR3SE a 38 b mA CÇ; 有: 


TE de ceder ora 1 
tg ; TE to od B)see — (A+ B), 
ig^ tg sin (A— B)eosee-L CA B), 
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— nra  — .... UU U uu... ..... .... 


ctg tg (A+ お)eos J (a+b)see y G-b. 


PIELAN ERAEN , NARRE o KER 6, 
pj 已 知 : c=68"507 


A=114°35/ 
B —30719'; 
KC, a, b, 

B 34?25' lg tg っ 9.83578 lg tg Ç 9.83578 
€ B | 49908 | lgcos < 9.87016 | lgsin^ = H 9.82663 
z+ T2927 | ó lg eos 0.52066 | 9 1g sin S | 0.02070 

| x lgig o | 0.22660 lg tg o 9.68311 
x ee j Te s d unite 
x | | 85°03 "M b | 83?34 
| 
ATH sss A+B | 
Ed It 59°19 | Ig cos | M P 9.70788 lg Sin a 9.99896 
2 25°44 | 9 1g cos “ーー 0.045:8 lg sin B 9.70310 
lg eig 0.925392 9 lg gin b 0.25:35 
C : 
> 29°10 lg sın A 9.95883 
C 58°20 A EET 


問題 5 CARa a 和 2 及 其 一 的 多角 45 KJ BAT C. 7638 c, 
根 擦 正弦 公式 , 確 定 角 B: 


79 球 面 


像 马 前 指明 的 ,有 两 个 解 。 

第 一 种 情形 : Jü 4<90 。 

a) ab; 問題 有一 個 解 , 角 p<—90° 

6) a<b, a+b=180°; 問題 有一 個 解 , 角 B>90°, 

B) a«cb, a+b>180°; 問題 有一 側 解 , 角 B>90°。 

r) a«b, a+b<180°; EPEA BITE, B1 —.B 和 B,=180° — B, 

3) a«b, a-—h.s JER he 是 从 顶点 C 向 AB RERE RU, 
在 过 种 情形 下 两 个 解 合 傍 篇 一 个 北 得 到 球面 直角 三 角形 ACD, 

第 二 种 情形 : A907, 

a) a<b; 問題 有一 個 解 , 角 B790^, 

6) a>b,a+b=180°; 问题 有 一 个 解 , 角 B<90°, 

B) @>b, a+b<180°; 问题 有 一 个 解 , 角 了 <90 , 

r) a>b,a+b>-180°; 問題 有 坪 個 解 , Bi=B, B; =180° — B, 

1) ab,a-h. 十 解 合併 筐 一 。 

第 三 种 情形 : 4=90 。 

a) a=b0=90°; 间 题 的 解 不 砍 定 , 因 人 篇 在 过 种 情形 下 顶点 C 是 AB 
这 的 极 , 所 以 角 C 可 以 有 从 0^ 到 360” 间 的 一 切 付 。 

6) azb,a--b-«180^5 R EARNS WEEN b 偽 公 共 直 角間 
的 两 个 球面 直角 二 角形。 

p) a>0, 4 十 0 之 180°) 無 解 。 

r) a<b, a +b>180°; 有 雨 個 解 。 

A) a<b, a +b<180°; 無 解 。 

営 角 ぢ 確定 以後 求 ど 角 和 e EF JAAD: 


[n 
SÉ 
D 


bv. 

A - お dc N " 
| 1 MD xis " 

cog s +b) 
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GO8- 二 . ; HB) 


ME: - B) » 


BR S m NER 0°, 

例 ° "s. à —- 89? 45, b — 100?15', 4 — 125?30/; 求 角 
B, PCE e, HB 4 ン 907,@ て 6 所 以 有一 個 解 , 並 且 鷹取 角 P 大 
J* 90^, 

多 解 题 有 用 的 公式 是 : 


ctg = te (A+ B) eos T (a +b) see E (ba), 


tg = tg (a 4-5) cos EC +B) se 一 (ゼー4) i 


2 
|| | | | 
b | 100915 | igsinb | 9.99301 | EZ | 12608 | lg tg ^3. | 0.13666n 
a | 89°45 2 lgsin a| 0.00000 eA | c5*00 | lg cog atm 8.94030n 
o n °. | b -一 GÇ , | b ーー G 
A | 125^80 |lgsin A | 9.91009 | 一 っ 5°15" |? 1g eos 0.00183 
L. ee 
| lg sin B | 9.90370 lg ctg z 9.07878 
| 
| B 126°46’ < 83°10 
| C 166^20' 
| A NE 
Sb | weoy | lg 1.05805 PDGE RE A OE AE 
ATE | 126?08 lg cog ftB 9.77058 lg sin c 9.46292 
Et | 088 |?1gocos s 0.00003 lg sin B 9.90370 
| 
| lg tz 2 0.82866 Ə lg gin C 0.69641 
| 
| = コト 
| 3 81?33'.7 lg sin 5 9.99303 
I 


c 163°07 .0 b | 79°46 


74 xk 画 


山 
从 
b 


例 已 知 : a—063?22'30" 
b=81°14 20” 
A=54"39'10"; 
求 B,C 和 e, 
角 A—90°, ab, a --b«7180? ; 根据 第 一 种 情形 中 的 了 ), 問題 有 南 
个 解 : B1= B, B,=180° — B; 其 他 方面 完全 和 前 面 的 例 一 柑 。 
把 B,=115°36'30” YE B fü. 得 C2= 30? 5724", 
営 取 B.—115?36'30" 時 , 得 e; = 34?19'00" , 


! 


E +B 


| i 
b Per 1g 8in 6 9.99491 80°31'20° 1g etg tt 9.776976 
"CT ME, ; a— b EMT a — b 
a |63°2230 | 2 lgsina 6.04868 |- 25 —8°55 55 | lg cog Teo 9.9 471 
A 154°3910”| lg sin A 9.91151 rA 72°18 25" ? lg cog e 0.51794 
L っ C, 
lg sin B 9.95510 lg ts 0.28171 
O P 
B, 64°23 30 ' a 62?24'07 
B,=180°— 58,|115?36 30" C; 124?48 14" 
ーー 
人 
| ^M o 
2t 79918 25 x lg tz 2 0.49620 - Hi EARR 
eT 59^31'90" | lg cog erm 9.70518 | lg Sine, 9.95421 
- - | ! 
< —4?5210' | 91g RS e 0.00157 | 1g8in B, 9.95510 
lg tg É 0.20295 | ə lg gin C, 0.08560 
E 57°55 31” 1g 8in b 9.99491 


C1 115°51 02 | b 81?14/40" 


問題 6 已 知 角 4, f8 B KJ A BEAR. a; 求 角 C RR b IRE c。 
根 擦 正弦 公式 , 有 : 
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sin a sin B. 
sin 4 ? 


JE sin a sin B<sin A Rẹ, 86882 , Jp RARES RAHA, 
PREZAR fE 41B101, 有 : 


sin b = 


GQ. = 180° — Á, 
bı =180° — B, 
| 43 — 180? —a. 
根据 前 面 问题 的 众 析 有 : 


第 一 种 情形 : i907, 
r) oa<b H. aa +b;—<180° , 
第 二 种 情形 : 4:907, 
r) q,—>bi H. 014-0647 180?, 
问题 有 两 个 解 ,在 我 们 现在 的 情形 下 经 过 代 换 得 : 
第 一 种 情形 : 180°.—a<90° xk 47-90? , 
r) 180 — A<180° — B x, AB 
(180^ —.4)-- (180? — B)<180° 或 4+ B>180° 
第 二 种 情形 : 180^ —a>—90° d a-90?, 
r) 180° — A>180° — B E, A B 
(180* — 4)+ (180? — B)>180° zk A+ B«180*, 
HRATT, # C 3E eR Fi Hit Cx, C» 和 6, cs) 要 确定 
壳 些 值 , 像 前 面 一 样 ,我 们 利用 相似 。 
pj 已 知 : A=51°48'45”, B-—68^12'58'", 0—41^54/17" 5 RS b, 
3& c dnfa C, 
B a<90°; A<B H A+ B<180°; MYRRA RIME: 
fq xk b: 
sin à 


sin b =~ — sin B 
sin Á : 


然后 用 相似 求 角 C 3138 c: 


76 x 球 Bi = 角 学 
tg 一 ctg BUE eos 1 (a—b) seo-L. (a +b), 
2 2 2 
e PRA | 1 
te— = tg ——(b—a)sin——( A+ B3Deosee— ( B — A). 
"s tos d ) 95 ) Ü ( ) 
a 41° 5417” lg Sin a 9.82471 
A 51°48 45” 0 jg gin A 0.10458 
B 68°12 58” lg gin B 9.96782 
lg sin b | 9.89711 
b, 52?05 50" 
b, 197?5410" 1 


t RUL FE TT. 
$ 13 初等 球面 三 角形 


三 让 比 起 球 年 径 很 很 小 的 三 角形 或 一 兆 及 其 半角 很 小 的 三 角形 呀 
做 球面 初等 三 角形 。 

夺 於 三 超 比 起 球 秆 径 都 很 小 的 球面 三 角形 ,存在 孔 下 的 定理 , 过 个 
k i HEB, 

WEABRIBI— AE, EEUE EAE TIBERI 63; 

-— petis 559258 LEE PIE IIEZ8 23 XUI SEES ER II — FUP E 
fü AEXRWRUBRIULARZE— MAR uk FEES ETE 
25 qui — PUE dd, Eo n4 lll OR SER ThE 88 5 k , 

設 有 球面 三角 形 ABC, Ww Je FE a,b,c 是 用 弧度 表示 的 ,用 
ja Jt 3E RI — tE ABC, ERRIRE ZAE RES 41, Bi, Cx, AMER 
三角 形 的 角 相 差 多少 。 

従 球面 三角 形 ABO 中 求 得 : 


. A sin p, sin pe, A 3 了 /sin 9, sin p 
sin = j. NL eos ニール : 
9 sin b sin c 9 sin Ó sin c 


D—!qQq | 


— —— íex Ps ————————————————————ÀÁ'Ó'Óoác——— Má—M— t 


„OP 90.68 rg /证 0.59o99 to “0F.FTo08 tO 
60768'6 | guis ST | .5095。85 É ,0g 70。0* 
` e . ó Q . 6 c i 
86900'0 | oW ST e| L88846 っ 29 3T 07G66'6 の 
281966 | gu SI | osf3 0 | ーー uS STe | 9 905To8 | ニーー 8990 ーー goo ST e |q',8000. | モコ ラー 
n V-a * | " " アー q + p / 4 o ro 士 の 
| | : 
5 | Z 5 
— ! S ; nm T ONUS | 5 
6886'6 | o uIB ST | 6918676 | yyy UIBST | 9,1200,.09 |, | 85866 6 ro っ POD3T 8,9v90.8— 35 7,5 
ii Skye Hbri | eg0968 | G A | 9 9880。9 8 enoe | cL—m 3t ruT900。09 |—5.. 
x ご - Dn—!Qq ^" : ° +y /7 / と q+YV 
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i 
I 
WE 


ERMA 41 Bi C: 中 有 : 


À 3/255 EP y PPa 
y "he? Cos 9 be 
把 求 得 前 値 代入 公式 : 
sin 二 所 sin 人 008 41. sin Ateo À 
2 2 2 


3538 — 836 B B TS 29 


S = V P Pa D, Pe, 


得 : mr 0 _ | の Sin D; 2 万 Da 4/2» p. Sin p sin Pa 


-一 -一 -一 一 mm 


の sin の sin C・ の ・C bscesin b since ° 
so Q; 
he rH rv crbec 
idu MT S 
得 : XE REA I nn. 


x ( V SiN o, sin p, p pa — V sin p sin Pa py De); 
用 ゞ 乗 分 子 和 分 母 , 得 : 


indc. 5 / 1 — 
2 be snb, sinc 


5 E 


(7 Ds Sin Pe -y sin psin P.) 


Ps Pe p p: 
在 展开 式 中 取 4 来 以 下 的 项 ,得 : 
uu 


Mt e Ch) 
do . He MO 


1440 
: _ ET 


5) 
B le Eros JU 
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mo 


d-d, SH/,, be 


Pipi p pa _ p' p. — p. — E. 
144 1440 


Ab BE PRERDR IPAE ir: 
DEEP picos perso pesca ps 
--2pb — b? — p? --2pe —e? = b (3p —b) + 
十 (c 一 @) (2p—a—c) = b (2p—6)- 
--(e—ab -b(a4-b --e—b -Ec— a) = 2bc. 


x T Bas aaea SS a cds 
inj Jy EIF: 9; z mo (a egre 
及 p* - pi— pi — pi bec (Ba +b ct). 


Po 


Sin -———— --—- EASA 
2 be 12 . 12 2・144 


2 LD2 L a2 2 
_ be(3a? b *e2| =S (ユエ テキ ED 
1440 
( L ee ue us m" .)= 

6 288 1440 

[i b? pc — b? — c? < O) 
| We A ET 

6 126 288 1440 

b? + c2 a? — b? — c? Ed 


人 NES GPL 
j 12 7 48 240 


A—A Š 20b2 -- 90c? + 5a? — 5b2 — 5c? — 30? — b? — e? 
一 ~ = 一 一 ] + ———ÓÁ' — —— —- = 
2 6 240 


" S (1 02 十 702 十 7C ) 
6 120 ° 


3 a, b, c JS EFE HM REKER F, fF: 


A - A1 5 a 十 10? + [Ca 
Deu ( 120 R? -)， 


3 T eR'sn1" 


80 
球 i - 
= 角 E 


PX. cda. c quts 
_ aR? p [TEM ; 
同様 得 : 5 " 120 2 ) 
oBRisnl" (1 + aa) 
1: ; 
s ss 1a? wr | 
P 3 R? si // (1+ E (I i | 
相 加 得 : NE 120 Je ^ 
xi ies S 2 
3 R: E G = S 2 +02 
Lum ll n Re? [5 (+ mid 
"d sin 1 94 R2 ) 
在 同一 * TRAE; 
同一 精确 度 下 得 到 : 
m e" 2 
3 R2 sin 1^" = 所 (1 9 +b +e ° 
- M nm ) 
2. G? + 052 — c? 
得 : // 
wo A-A- t 1- appe 2 
dodi En : 120. R2 , 
1 5I 
- (irte La E 
_ 3 602 )-$ zm 2 
同様 a a 
B-B — Eu 
Ag tip- —b?); C—C 
成 pue P ct mis 2 
; 3 60 と 2i 
PIE SN e" 
3 eod 0 
B, B € B 
3 60 X" — b°), 
CNN NEM e” ( 
. p HR š 
考察 修正 项 A ss 
og" ， 
a0 pz 93 て | 
? do dp — 52); Ed (m2 一 2 
60 R? c), 


第 二 編 球面 三角 81 


ROAS, Ë — AUS m, BH AE 115955525 E E. 
ER imm E Pur AI X<. 
JU 46 Fa MiKo 


5| A Q= E (m — ae), 
並 使用 代 換 ーー パー 
P2 
AH. EX 2 2 


— anus 
S= V p Pa Po D. ーー V (a+b+e)(G+b—c) (a—b+ce)(b+e—a)= 


= C+ I = 
-Lva(bxcy-ai- (bx ey (hey ka = 
=L vott ey (6—ey)- (9 — ey - 
ー エ ビア で お 二 @ 二 26c 一 どす の ー260) 一 (が ー の = 


= 1 y Gya) — (b2— e)? 


4 


j b = c, B] 党 三 角形 需 等 腰 的 时 候 伐 , 得 到 | 前 葉子 "— Kk WE H. 
Q- (72 一 の ) Va(2m? —a*) 
24042 
党 R=—=6371-T-K 3E H0 — 110 FX, 6 — 232 千 米 因而 m = 200 T 
米 時 径 去 修 正 項 所 造成 前 角 前 訓 差 小 於 0".001, 即 臣 至 在 最 精 俱 的 计 
算 中 也 能 使 用 以 下 公式 


e 

AQ —AÀ-— ! 
9 
ti 


Ci=0 — 2 
I 3 


82 球 面 = 角 学 
| ,1 8 _ besnA _ I 
JE €e = B3snl" əobzsinl” (f) be sin A, (21) 
: E 1 I 
Je (7) 20d 9 R? sin 1” 取 自 専 門 測 量 表 。 


一 般 说 来 , 硅 认 地 面 上 的 球面 三 角形 ,即使 在 挡 很 大 的 时 候 球面 剩 
余 也 是 很 小 的 ; 習 於 地面 上 的 等 邊 三角 形 = 如 下 : 
i P a= 30 FX se 2" 
a= 607f2K == 8" 
a=117 F% eet" 
PERPA REPED EER 
三 角形 ABC (图 54), 其 中 角 C 及 其 
| JRS AB= c 是 很 小 量 。 自 顶 点 五 向 
XB AC 引 球面 乗 線 ho, 分 已 知 球面 
三 角形 篇 二 直角 三 角形 。 因 篇 三 角形 ABD B= R >, 所 以 取 球 
面 剩 父 等 於 雳 可 以 当 作 平面 三 角形 求解; 在 很 小 差 误 限度 内 有 : 
AD-b,-—c«eos Á 
BD=h;=cesin A 
Z ABD —90? — A. 
解 直角 三 角形 DBO, 得 : 
tg b;= tg a cos C, 
15] EG RE RAE 45 JI te a, 得 : 
tg 6。 十 tg a— tg a (1-reos C), 
tg b,—tg a=tg a (eos C — 1). 
用 第 一 式 雨 邊 除 第 二 式 雨 邊 , 待 : 


C 
sSin(bJ—a) — . 2. e» € 
sin (b2+8) a0 — 5 T 


HAH C 很 小 ° 所 以 
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sin (2 一 @) テ (62 一 @) sin 1", 


sin (b, +4) = sin 24, 


WE. tg C = sin? 1"5 
Y2 
因而 ， (a—bz) E sin? 1" sin 9a. 


从 同一 三 角形 DBC 78: 
sin À; = sin 6 sin の 5 
或 者 狂放 hi 和 C 都 很 小 ,因而 
hy —C sin a. 
用 6 代 % 在 同様 精確 度 下 得 : 
ky = C sin b. 
TIHBSEIBBZGN. 邊 容易 求 得 初 等 三角 形 所 有 前 元素 。 在 推 護 以 
上 放出 的 公式 时 我 们 利用 方程 式 : 
sin z” =g" sin 1” 
tg v” =v" sin 1” 
cos z" =]. 
许可 利用 吉 些 公式 的 限度 , 视 要 求 於 计算 的 精确 度 而 定 。 例 如 , E 
设 许可 的 角 的 差 误 z” = 0".01, 则 在 按 正 弦 计 算 时 角 的 限度 “ 话 党 是 
0°.4, 而 按 正切 计算 时 “是 0".3; 假发 要 求 的 精 从 度 2”=0”. 1, 则 按 正 
法 计算 时 ”是 0".8, 接 正 切 計 算 時 是 07.05 假设 要 求 的 精确 度 是 1, W 
按 正弦 计算 时 o AE 15.7, 按 正 切 计算 时 是 1".4 赣 依 此 类 推 。 


附 Sk 
35 ERER” 的 例題 和 因 題 


l. 作 園 例題 


1. 已 知 大 图 弧 4B 端点 的 坐 村 + 篇 
P4 一 15 ,4 一 14 95—12?30', Ag —73?5 
NICE P MEE o fn A。 
2. EL AH ABI 4 d mh nga ES 2S 
9,792595, 1,—0?5 94,—30?, Ag —129?; 
求 作 其 中 垂 線 。 
3， 试 目 点 C(Yo=50", Ac — 123^) HRE 4 が 作 垂 線 , 巳 知 
Pj=60°, A4=6°; @,=17°, Ag — 80?, 
4. BAKE AB 端点 的 坐标 
4(9,2307,2,2-0?)5 B(95—47*, Ag 80?) 
RHE: AB 和 BA 的 方位 角 。 
WR: aar =51 5 wp4 一 279”。 
BA OS ER ACP, =30°, | =40°) EREM, E a =65°, 
m d m ACP, =30°, X. =35° ) 作 偉 線 。 
已 知 球面 三 角形 4BC MERE S 
Pı =36°, A1=10°; 95—495, 14 — 7955 
Po =177°, Ag =35°: 


zi ode 2. 


K e 8145, 
解答 : a =34°, b=43°, c=51°}; 
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-一 一 -一 一 一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 


8 已 知 下 殉 各 元 素 ， LA 角形 : 


已 知 "m er 
| M ーー x UR ou 
b | C | a | E x C 
sir es arn a a n a a a 
60°30 50 | 73 | 67? | 61°30 
50? 5 | 67。 x 56° 69° 
57° 99° | 95° | 57°30 97°80 
108° 39° | 104° ! 101°80 40?30' 
| i 


9 已 知 下 列 各 元 素 , 求 作 球 面 直 角 三 角形 : 


已 知 m | m KE 答 
| 
a | B | b c | C 
NNNM TEE ERE i NT NAM 
127?30' 16°30 x 129°30 103° 
120°30 44°55 38°40 120° liy 
115? 08^30 116?30' 17°30 19° 
56° | 59? | 45° 389 x 47°30 
| 


10. 已 知 下 列 各 元 素 , 求 作 球 面 直角 三 角形 : 
a) b=116°,c=139°. 

HUE: A-1247, D=131°; C=147°} 
6) A=76°30', C—56^30'. 

解答 : B=115°, b=111°, e=59%; 
B) ¢ =105°, B=76°. 

解答 : A=86°, C=105°30'; b=76°30. 
11. 已 知 下 刘备 元 厅 , 求 作 球 面 任意 三 角形 : 
a) A=59°30', B=77°,c=34°30. 

BUE: a=37°,b=43°, C = 54°30'; 
6) 4=90°30, B=73°, c=18°. 


球 面 三 角 学 


BUE: a-48?30', b=46°, C —24^; 
B) @=38°, b= 75°, C =52°. 
解答 : 4=36°30', B=112°, e=55°30'; 
T) 4—90?,5—80, C—100*. 
解答 : 4-—94?, B=81°, c=101°; 
Z) a=79°30', b—65?30', c= 38°. 
解答 : A-1057, B=63°, C =379; 
e) G=100°,b=80°, e=60°. 
解答 : A=108°, B—72?,C —515j 
X) A=62°, B= 54°30', C =70°. 
解答 : a—307,5 —27?30', e=32°; 
8) A=83°, B=65°, C —44^30'. 
解答 : a=48°, b=43°, c=32°. 
12. 已 知 下 列 各 元 素 , 求 球面 三 角形 的 高 : 
a) q=36°,b=48°, e=56°. 
解答 : ha=48°, hu=36°, he=32°) 
6) A=104°, B—65?30', C—58^30'. 
解答: ha=53°, hy =58°, h|.= 85°30'. 
13. EL AH F ZJ 1-038 SR DEP BE B] +n PSEUD RT F46 : 
a) 0 一 39 ,0 一 55 ，C 一 46 . 
解答 : 74—98?,70;—13^; 
6) A=61°, B—^66?,C —56*. 
解答 : 04—12?,75—6?. 


2. 计算 网 题 和 习题 


14. 4L FAUSSE : 
a) 25°16 19". 
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BUE: L=0.4410785 
6) 238? 12'00".2. 
解答 : カー4.157375. 
p) 115?10'48". 
J; L= 2.210271; 
r) 269?31'20". 
HUE: L= 4.104502. 
15. (K F ZJ465£€ SE: 
a) L=3.273213. 
解答 : 187?32'28".65 
6) L=0.584303. 
fu: 33?28'41'"5 
B) アテ 1.000000. 
解答 : 57°17'45'”5 
r) ルー2.426019. 
JE: 139°00'02”. 
16. 已 知 下 列 各 中 心 角 ， 求 其 所 圣地 球 (R=6370 +x) X [B] B 
長 度 : 
a) a=40°10.. 
解答 : 4465.6 T*S 
6) a=49°54'50”. 
BUE: 4776.1 F? 
B) «-100?08'35". 
解答 : 17804.6 qo? 
T) «-208?41'17". 
解答 : 23201. p, 
17， 已 知 下 烈 各 地 球 ( 忆 = 6370 千 米 ) 大 图 弧 的 长 度 L, 求 其 所 对 站 


a) L=20.31 F% . 
Et: a—10?10'57'5 
6) ルー3562 TX. 
解答 : a=32°02'18"5 
5) 1L-10000 TX. 
HUE: «-—89*50'47'; 
T) L-—932806-px. 
UE: æ =209°25'41". 
18. ELAIARERRUERHE P KARARMA ER REZE A, 求 緯線 弧 的 長 
E UCE-0310 4): 
A-1?10'15"; 99-—585?45'0'5 解答 : (一 73.26 +k 
A 295 1719"; P=56°50'40"; 解答 : [1537.66 F% 
A=5°20 30”; @=89°10'10” 解答 : 08.64 F% 
19. 世 知 幼 線 的 緯度 の 及 緯線 紋 的 長 度 T, RARER NE E Be Z 
>ë (パニ 6370 千 米 ): 
[一 102.5 +y; P=55°45'; NUES: 1=1°38'17" 
(一 2376.5 qk) 9 —50^05 解答 : A=33°15'17” 
[—1000.0-p3 9 —53?25'5 人 解答: A—15^531" 
30. EAEE 9 RARI AD 的 长 度 L, 求 通過 此 線 規 端 的 経 線 
Bae JS UA hg EE RE : 
(=100.0, 9-567175 解答 : L=180.2 +% 
( 王 1756.5) 9—060725 解答 : =3516.5 Fx 
=2956.35 P=51° 1; 解答 : ルー4699.3 于 米 
21. RRF (の =55"45 ) 到 北 極 的 距離 (メニ 6370 千 米 )。 
解答 : 3807.8 千 米 。 
29. 已 知 三 角 , 求 球面 三 角形 4BC Bag md ex : 


Hi &k 


ジニーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー 一 - s 


4--30^17'32"7; B—90?20'13"; € =73°32'0"; SUR: 
4-90^40 10"; B=71°013"; C =43°4'39"; 解答 : 
4-—110?8'4"; B-60?7'25"; C209?454^7"; 解答 : 
4-123?15'6"; B—50?0'20"; C-—84?718" 5 解答 : 


89 


s= 6?50/20" 
E= 24°45'8” 
e—606^0'46" 
g=77°99'44” 


23. EAEE 2 ERR PUER BP DORMI DUREE 1, R 


二 角形 的 面积 : 


1 二 200 千 米 ; 9-—30?0 5 解答 : 2942178 TR? 
{=57 P5 p =60°10'; 解答 : 1333323 qx? 
[=111 p) 9-—55?455 解答 : 2512665 千 米 ? 


24， 已 知 下 列 各 元 素 , 求 球面 二 角 的 面积 : 


A B Ç R 


46°99'4”; 69?55'23"; 74°41'46”; 10 %5 解答 : Š = 193794 x? 
80°17'13”;100°17'10”; 32?52'12"; 6370 千 米 ) 解答 Š = 2838448290 +x2 
37°19'17”;120°17'37”; 3391719”; 100 千 米 ) 解答 : ざ =1941 厘米 ? 


25. ELANERTÉ — £87E B5 8 E TR] PS, SR GER BIAEAR : 


S — 988.39 任意 单位 ;4 —49?^1932" ; B-—81?30'12"5 C —53?27' 56" 


解答 : アー620.3 Rito 


S 二 729843 任意 单位 ; 4=52°9'47"; B—74?21'19 5C =84°52'56’ 


解答 : 1170.9 单位 。 


3， 图 解 分 析 例 是 


26.， 求 从 斯 维 泵 德 洛 夫 斯 克 (2 = 56°50°, A = 60°35') 到 莫斯科 
(P=55°45', A —31?30') BJ AH IB RE (地球 年 径 及 =6370 千 米 )。 


解答 : t=1420 千 米 。 


27. BERE RIRE IS 55"46 4", 列 室 格 勤 前 緯度 往 59°56', 二 者 


90 球 面 = 角 学 


— 


KEZAR 7"13'; 求 十 地 间 的 距 见 。 
解答 : 7 一 630 TX; 
28. RAE X SERA (P = 59°56') #J#zHE 56°52' 不 一 点 六 前 距離 。 
設 包 知 二 者 経度 之 差 穫 7°13' 及 地 球 宇 径 答 6370 Ko 
BUE: /= 470 千 米 。 | 


”第 二 篇 “球面 三角 ” 的 例題 第 是 
4. 直角 三角 形 解法 例題 
29. RRACA 4838 AL $8 — 4E : 


E 知 | Bi 答 
b | c | a | B C 
| | 

48?9721' | 8820787^ 56?15 42“ 64?09 41" 41?05 05" 
51°02'48 12°16 42” 52?. 554" 80?14 41^" 15?38 07" 
48?54'54"" 12?16 42" 50°02 53” 79°29 44” 16°06 22” 
50°00 00” 52°55 26" 67°12 0)” 5G6G°11 56 59°56 10^ 
2°44 00” 11?38'11" 11°56 56" 13°19 00" 76°55 43” 
43°18 02 ' 118°53 58” | 110°35 31 ' 47°06 28' 110?44 10 7 
i9 19 12 118?09'21' | 96°52 32" 76?58 46 117°22 14” 
| 6725649” 52?24'06 " 64?00'50" 


A7° 15 00 ' 56°25'00 


30. 試 根 擦 一 直角 竹友 其 一 隣 角 解 球面 直角 三角 形 : 


E 知 | s: 

b | ° C | a | C | B 
5420620” 78°11 067 78°11 22” 69°33 00" 55°53 307 
60°38 07” 40°56 23" 66°58 95” 87°05 27” 71715 26" 
50°00 00" 59°56 10/ 67°12 007 52°55'26” 56°1156” 
28°07’10” 8°19'25” 28°22 20” 3256 41” 82°29 53” 
64o30'09” 132°44 57” 107°56 18” 135°40 57” 71°34 20" 
37°52 18" 49°91 45” 50^03/22" 35°34 35” 531200. 

118°12 48" 55°20 20' | — 1065403" 52^03 14" 112°55 52" 
74721753" | 52°0554 | 801441 | 5102487 | 7764518 


| l ; 


$k 


91 


xi. Epi Je 3c— pt 8, RAREZA: 


已 知 答 
a | B b | G | C 
[ 

40233 40" 65?58 47" 36°26 28" 19?12/39" 30°23 50” 
127?32 26" 21?0818" 16?36 55" 129?29 05" 163?15 23 
1203843" 44°54 44" 37?2411" 129?54 55" 1165617" 
115?17 20” 98°28 30” 116?84 57” 17°19 29” - 19°13 50” 

60°21 19” 72°24 40" 55°56 32” 97°58 02” 32°39'23 | 

87°16 00” 78°21 49” 78°03 04" 76°41 00” 76°57 43" 

44°4418” 52°05 54" 88°4418” 81°19 47” 47°37 21" 

60?22'25" 68°12 58” 53?49 22” 83°07 37” 88°5712 

32、 已 知 两 角 , 试 解 蒜 面 直 角 三 角形 : 
已 知 答 
B | C a | b | C 

58°27 40” 53?43 14 63?13 29 49°52 52” 46?01 46" 

82°14 03” 64? 59 40" 42?17 45" 21°02 00” 37?34 48 

42?38 51” 63°13 92” 55°46'49” 84°81 97” 48°19 04" 

11°56'56” 87?16 00” 76°57 43” 11°3811” 76°41 00 

77° 48 18” 52^05 54" 80?14 41^ 74°21 53” 51°02 48 ' 

74°30 00” 66?20 00” 88?01 04” 73°02 12” 65?2256 

48?12 47” 52°30'00 46°41 21” 832°5110 35°15 33^ 

13°19'00” 87?16 00" 78?2149" 13°02 17^ 18*03'04" 

33. D20812 &— ik , WARE CAO — TP : 
已 知 答 
a x b C | B | C 

61°07 08” 33°18 17” 68°45 09" 35°50 04" 54°41 47” 

82°0800” 23°50 48 ' 45?16 20" 49°28 29 22°12 00” 

64°0310” 40°0416” 65°50 14” 45°43 02” 55°07 35" 
107°17’00” 143°12 03” 76°32 25” 141°08 45” 68°13 15” 

83°01 04" 7302/12" 66°20 00” | 74?3000 | e» 56” 

58°40 13” 45°15 49” 5420554" | 5621542 42°22 39" 

78°91 49” 13°02'17” 871600” | 139007 | 78°03047 


99 球 面 = 角 学 


34. ELA foe Xd C948, 試 解 球面 直角 三角 形 : 


| 答 
II 
omar | emeer | Aaa | on ü g | AUT 
ii duae | atur 
wwe | ew | díxx | demi | WW 
08"41 96" eh osa sar | SERES | dius E 
es | muse | Sas | simu | inue 
Ë | m 
mmm 
enne | mue | Umm | um | ane 
swa | eun | og > C FAN 
— m 1275 


5. [E52 — 8 BRE DRR 


35. 試 根 揮 下 列 條 件 解 球面 直 邊 三角 形 : 
b=115°50'19"; e=138°54'54”; C =146°52 27” 
解答 : A= 123°44'16"; B=131°32'39”. 
A=76°24'42"; C —56^25'10"; B =115°8'11” 
解答 : b—111520' 58"; c= 58° 5930”. 
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B= 39^19'25"; C = 5059/2"; A = 119831" 
解答 : b-—40?31'0"; e—62?49'12". 

c=105°0'0"; B=76°0'0"; Cー105"26 36" 
人 解答: b=76°29'10”; A-—86?18'28". 

c=32°7'15”; A-122^19'46"; C =26°42'0” 
BUE: b= 71°26'20"; B—53^13'46". 

c—58^26'28"; C—49^43'18"; Bi—133^ 32/45 
人 解答: b—125?50 53 5 41—03^733'0". 

b,—54?3'71"5 45—116?27'0"5 B,= 46°27'15". 


6， 球 面 任意 三 角形 解法 例题 


36， 试 根据 三 兆 解 球面 任意 三 角形 : 
1) G=34°12'48”; b=42°55'12” c—51^2/39" 
解答 : — M P W 
n A=58°30'52"; B=78°35'7') C—101?8'23 
3) a—82?11'17"; b—64^1921"5 e=31°31'30” 
人 解答: A-119?41'40"; B-—52^12'30"; C = 27°16". 
4) a-09?34'20"; b —57^49'22"5 c = 11471614" 
解答 : A-—42?30'55'5 B37°42 12'5 C —138^42/12". 
5) a—00?31'42"; b — 117^2819"5 c — 78742237 
解答 : A=47°59'13"; B-—130"46'58"5 C —506^48'52". 
6) G=171°18'12” b= 54°7'16”; c—13379247 
BUE: A=173°48'59”; B-—144^44'0" 5 Ç = 14874048". 
7) a=42°18'; b=17°12'; e=58°30' 
fy: A-45?28' B=94°48'; C-—04^39'. 
8) @=79°33 20"; b-65^28'20"; c— 31^51'40" 


93 


94 


—. 


yk 面 = ` 角 学 


解答 : A-105?11'38'"5 B—6313'16"5 C —371?9'58". 


37， 试 根据 三 角 解 球面 任意 三 角形 : 
1) A=62°5 40”; B = 54°36'10”; € = 70°14'30” 
解答 : 4-30?4'56"; b—27739'22" 5; c—32?15'48". 
2) 4-90?40'16"; B-—71?0'13"5; € —43?4'39" 
解答 : a= 69°30'36”; b—62*20/54"5 c 二 39°46'43". 
3) 4-116?8'4"; B—060?7'25" 5; C = 69?45'17" 
解答 : 2—109?14'32"; b—65?46'4"5 c— 80?38'18". 
4) 4-123^15'6"; B-50^0'20"; C= 84?7'18" 
解答 : a= 1929°1654”; b—45?9'46" 5 c—112?58'4". 
5) 4-407048"; B =95°2'16”; C = 73°4'34” 
解答 : 2—39?1'40"; b-—77?18'34"; c—69?392'35". 
6) A=47°59'12”; B=130°46'58"; € —506^48'52" 
解答 : 4—6060?31'41"; b—117?928'18" 5 c—78?42'26". 
7) A=148°14'; B-—130?18'; C = 120?12' 
解答 : 0—142?475 b—118?48'5 c—83?17'. 
8) 4-—49754'13"; B-—108?30'47"; C = 44^50'42" 
解答 : 4—51712'26"; b—75?3'10" 5 c—45?55'52". 
38. LAIME E EAS 18 , CEERTRL EEG — DE : 
1) a=48°12'36"; b—37930'42"; C—555'54" 
解答 : c—37758'0"; A—83742/39"; B=54°16'13". 
2) G=104°23'15”; b—67?4'28"; C —36?17'49" 
解答 : c—51?31'20"; A—132?54'22"; B=44°8'36". 
3) G=105°40'0”; c= 62?21'14"; B — 10?56'10" 


解答 : b=81°10'58”; A—112?56'18"; C—57?54'54". 


4) b—35^028": c—50^125"; A— 118?19'26" 
解答 : a—170734'00"; B—31?10'89"; C =48°37'53". 


rd 
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b) 0G-—40?28'36"; b—110?18'32"; C =56°40'54" 
解答 : c=85°57'50"; A=32°56'31”; B—128^13'15'. 

6) 2a-38?15'6"; b — 75?10'8"; C = 52^14'16" 
解答 : c-—55?25'20"; A-—36728'26"; B—111?50'54". 

7) a=118°31'; b—50?20'; C = 100^40' 
解答 : c—115?28 5 4A-1006?59' 5 B=56°55! 

8) b= 50°10'30”; e= 40°0'10”; A = 121?36'20" 
解答 : a-'70?565 B=42°15'13"; C =34°15'36''. 

39， 已 知 两 角 及 其 夹 稳 , 试 解 球面 任意 三 角形 : 

1) a-—604?2'41"; B = 22° 48'9"; C = 106^43'40" 
解答 : b—22?40/84"5 c—72?17'58"5; 4-—64^40'30". 

2) a-100?0'0"; B= 39°4'28"; C = b1^46'10" 
解答 : b—40?3'13'"5 c—75?4'7"; A-—120?20'21". 

3) b=22°4'47"; A — 714?32'10"; C = 61?9'50" 
解答 : a—28?30'22"; c—25?47'465 B —49^10'18". 

4) c-—118?50'0"; A—49?18'0"; B = 61?40'0" 
解答 : a-58?54'43"; b—83?51'23"; C —129^8'49". 

5) c—34?2934"; A = 59°32'16”; B = 77^18'20" 
解答 : a= 36°52'33”; b—42?46'41"; C =54°26'00”. 

6) c—08^12'58"; A-—56^52'23"; 也 一 76 0 232 
解答 : G= 5295'54”; b=66°6'4”; C —80?14'41". 

7) c=608°50; A=114°35 B = 30°19' 

”解答 : a=85"3'; b=33°34'; C =58°20'. 

8) a-60?32 5 B=111°39'; C = 75951” 
解答 : b=107°16' c=84°30'; A=63°19. 

40. EI K 3C— P938 45, ARRES AE: 

1) a=47°4'46"; b=36°39'51”; A= 56°16'50” 
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解答 : e=60°46'8”, B—42^42'21"; C —97?36'40". 
2) @=112°40'26”; b=58°27'42”; A-—98^22'40" 


解 签 : c—122*27'20"; D=668°2'90”; C —115?19'52". 
3) @=82°33'51” 0=27°16'9"; B=26°31'57" 
解答 : ci=89°12724”; A1=75°11'15"; C1—34?82/'5". 
4) @=54°18'16"; c=97°12'25”; Á= 51°18'13” 
解答 : bi=124°12'28”; Bı=127°22'0"; C,— 72?26'45" 
b,— 18^39'45"5 B,=70°26'18”; O,=107°33'15”. 
5) a=63°22'30"; b — 81°14'20” A = 54°39'10” x 
解答 : aG-—1157501'2"; Bi-—04^23'30"; C1 =124°48'14" 
69 34^19'0"5 B2=115°36'30”"; C,=30°57'24”. 
6) 4=57°4113"; b = 16?34'42"5 A = 40°23'28” 
解答 : G—1197518"5 B1—48^13'40" 5 01—137^55'52" 
c2=26°7'8"; Bz=131°46'20"; C,—19?43'37". 
7) @=66°2'; b=108°49'; 4=64°28' 
解答 : c1=166°59'; Di=69°11'; C1=167°8' 
cs=89°54'; B,—110?49'; C,—81?s'. 
8) a=113°3; 0=82°39’; A—116?20' 
解答 : By—75715 C1=70°7; C1— 14^ 84' 
D5-104^59'; C35—138?49'; c5—137?98'. 
4l. ELÁTBi $6 JC— R35 3E S AREE 
1) 4—54^12/28"5; 4-66^10'42' ; B—41?0'24" 
解答 : b—35234'37'5; e—62?25/10"; C —91^32'24". 
2) b-—124^10'48"; B—90^48'12"5; C =46°7'6” 


解答 : a-129?19'41"; e—36?54'23'"; A-—111?21'33'. 
3) a=52 3525"; A—54742/207; B = 812635" 
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解答 : b — 141405 « €1— 74?57 515 C, = 82? 54/46" 
b;— 105^46'0" 5 c2— 1927734" 5 C5—1924^ 54/31"... 
4) b=26°50'14”; B—39^37'9"; C —69^25'21" 
解答 : 01—44721'16"5; &—41?30'52"; 4—81?2'5" 
0;— 156^ 47 40 ; €4—138?29'8"; 4,—144^36'36". 
5) 4=61°5'12", A=59°30'40”; B — 73^13'22" 
解答 : 0: 76733075 0619275530" 5 C1— 10072323" 
b,—103?27'0" 5 e;— 142? 49'48" 5 C5— 143?20'11". 
m bı =66°44'47"; 04 13?21'40" 5. C4 — 84" 34'50" 
b,—113?15'13" 5 e5—156^23'30" ; C,—155?24'40" 
7) G=51°94'; A-50?392'; B-—109?51' 
解答 : b—57?36'; €4—14?45; Ci=16°25/ 
ipe 24'5 €5—119?11'5 C5—1023^25'. 
8) b=44°55'5"; A= 152^310"75 B= 100^2'4" 
解答 : 416092147; c—142^10'56"5 C —169?21'35". 


. 7. ERE — SE NUEG TENE R58 


42.， 设 已 知 下 列 元 素 , 试 计算 球面 二 角形 的 高 : 
1) 4=36°; b=48°; c=56° 
BUE: ha=47°56'44"; hs=35°57'53"; h,—31^45'54' . 
2) A4-—104?^14'8"; B-—065?39'20"; C —58?25'12" 
解答 : ha=53°8'47"; h,—58?21'0"5 he=65°33 48". 
3) a-39^15'40"; b=56°49'10”; C =64°5'20” 
解答 : ha-—48?50'6"5; h,—34?41'50"5 h.—929?5'38". 
13. BEA F ZJ L 3, R RIRE ERE (r2) MA WEF Cra: 
1) a-39?19'40"; b= 55°2'20”; c= 45°57'16” 


98 球 面 = 角 学 
2) 4-01?0'52"; B—66?11'0"; C = 55?56'29" 
解答 : 07.—5?58'36"5; v;—11 "4524". 
3) 41167426"; b= 74°47 54"; C = 65^44'10" 
解答 : —28^33'40"5; v,—58?6'15". 
44. 
1) @=72°1525'; ha= 3474050"; A= 55°7 15" 
解答 : b—95?35'58"5 c—41?35'18"; B-—120*59'38'; 
C — 34^ 52/12". 
2) «—41?5'20"; r;—30^5; A = 45^25'30". 
解答: b—55?14'38"5 c—22?55'58"; B—118?57'21"5 
C — 24?31'13". 
3) a=53°0'; -9^305 A=102°0  — 
解答 : b—42?9'26"; c—26?35'9"; B=55°17'15"; € —33?1'15". 
tL Amt E- E RTI 32, 43 和 53 TÆ MURE 
PEFS 6400 TR, ARFA HORRIBLE €- 
BUE: s 一 3 46. 
46. 已 知 地 面 上 等 得 三 角形 的 球面 剩 除 答 1°, 取 地 球 定 径 需 6370 
TOR KOS | 
試 解 其 中 一 穫 和 其 條 雨 得 相 比 入 小 的 球面 三角 形 : 
b —40?0'0", A=50°0'0”, e= 0°48'6”. 
解答 : C = 09°57'57”; a—40^0'14"; B-129715'27". 
48. 試 解 初等 球面 三角 形 , 基 中 c=3',C=4', 4=40°。 
解答 : a=283°49'21", b—28?51'39". 
試 解 初等 球面 直角 三角 形 , IPRS a= 1700 , $248 C— 
— 45^0'00', 


解答 : b—0?42'25'.75 c—0?42 95".55 B=45°0'15".7. 
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